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Nemoguc´e je osporiti utjecaj koji je nevjerojatno brzi razvoj tehnologije tijekom posljed-
njih nekoliko desetljec´a imao na sve aspekte ljudskoga zˇivota. Pocˇevsˇi od razvoja prirodnih
i tehnicˇkih znanosti, preko napretka u medicini, do jednostavnosti komuniciranja i dostup-
nosti informacija, tehnologija je postala neizostavan dio nasˇe svakodnevice. Danas gotovo
da nema djelatnosti koja se mozˇe obavljati bez poznavanja osnova rada na racˇunalu. Sa-
mim time, prirodno je da tehnologija postane i sastavni dio obrazovnoga procesa s ciljem
osposobljavanja ucˇenika za trzˇisˇte rada, daljnje sˇkolovanje i cjelozˇivotno ucˇenje.
Jedan od nacˇina na koji tehnologija ulazi u ucˇionice svakako je implementacija digi-
talnih nastavnih materijala u svakodnevno poucˇavanje putem edukativnih programa. Jedan
od najpoznatijih softvera namijenjenih prvenstveno poucˇavanju matematike jest GeoGebra
[?], besplatan program dinamicˇne matematike koji obuhvac´a geometriju, algebru, analizu,
statistiku, tablicˇne proracˇune te crtanje grafova.
Austrijski matematicˇar Markus Hohenwarter stvorio je GeoGebru u sklopu diplom-
skoga rada 2001. godine s namjerom kreiranja edukacijskog softvera koji c´e biti desna
ruka ucˇiteljima, kako pri poucˇavanju u razredu, tako i pri izradi interaktivnih internetskih
stranica za ucˇenike svih dobnih skupina, od predsˇkolaca do studenata [?]. Nastavio je raditi
na poboljsˇavanju programa i nakon diplome te je ubrzo GeoGebra dobila brojne nagrade i
priznanja kao vrhunski digitalni nastavni materijal. Postala je vodec´i program dinamicˇne
geometrije: prevedena je na visˇe od sˇezdeset svjetskih jezika, a broj korisnika mjeri se u
desetcima milijuna.
GeoGebra je program koji poticˇe eksperimentiranje, problemski pristup nastavnome
sadrzˇaju i ucˇenje otkrivanjem. Korisnicˇko je sucˇelje vrlo pregledno i jednostavno za upo-
rabu cˇak i pocˇetnicima, a njezine su moguc´nosti brojne i vrlo moc´ne. Dostupna je na
razlicˇitim platformama i operacijskim sustavima sˇto uvelike prosˇiruje bazu korisnika. Po-
sebnost GeoGebre jest jednostavnost izrade vlastitih materijala te njihovo dijeljenje s ko-
risnicima diljem svijeta: na taj je nacˇin program u stalnom razvoju i svaki se dan otkrivaju
njegove nove moguc´nosti i nacˇini primjene.
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2GeoGebra se sve cˇesˇc´e koristi i u hrvatskim sˇkolama i to najcˇesˇc´e u sklopu nastave
matematike prilikom obrade sadrzˇaja iz planimetrije ili pri istrazˇivanju grafova funkcija.
U ovome su radu prikazane neke od moguc´nosti GeoGebre koje su manje poznate i rjede
korisˇtene, a izvrstan su nacˇin priblizˇavanja nastavnih sadrzˇaja ucˇenicima jer olaksˇavaju ra-
zumijevanje slozˇenijih koncepata i povec´avaju motivaciju za ucˇenjem.
Rad je podijeljen u dva dijela: prvo poglavlje obuhvac´a razlicˇite funkcije GeoGebre pri
poucˇavanju i ucˇenju matematike u osnovnoj sˇkoli, dok su u drugome poglavlju predstav-
ljene moguc´nosti njezine primjene i u manje uobicˇajenom okruzˇenju - u srednjosˇkolskoj
nastavi fizike. Unutar svakog poglavlja sadrzˇaj je razraden tako da je izabran po jedan
konkretan primjer za svaki razred, dana je matematicˇka ili fizikalna pozadina promatra-
noga podrucˇja s naglaskom na metodicˇke napomene i ocˇekivane ishode ucˇenja, prezentiran
je izradeni GeoGebra aplet, navedene su upute za korisˇtenje apleta i ukratko je objasˇnjen
nacˇin njegove izrade. Svi opisani apleti dani su u prilogu na DVD-u.
Poglavlje 1
GeoGebra u nastavi matematike
Danasˇnje generacije ucˇenika cˇesto imaju potesˇkoc´a sa zadrzˇavanjem pazˇnje i koncentra-
cije tijekom nastavnih sati, ali i prilikom samostalnoga ucˇenja te uvjezˇbavanja nastavnih
sadrzˇaja kod kuc´e. Nerijetko su prepuni energije koju ne znaju produktivno iskoristiti, a
ucˇitelji tesˇko uspijevaju do njih doprijeti i motivirati ih za rad. Rjesˇavanje matematicˇkih
zadataka aktivnost je koju mnogi ucˇenici izvrsˇavaju nevoljko i bez osjec´aja zadovoljstva.
Osim toga, u nasˇem se drusˇtvu josˇ uvijek zna smatrati da je matematiku vrlo tesˇko ili cˇak
nemoguc´e savladati pa ne iznenaduje da brojni ucˇenici na nastavu matematike dolaze s
negativnim stavom i predrasudama koje su u njih, najvjerojatnije posve nesvjesno, usadili
roditelji, a ponekad i ucˇitelji razredne nastave.
Ucˇiteljima matematike cilj je priblizˇiti nastavne sadrzˇaje ucˇenicima, predstaviti im ap-
straktne matematicˇke pojmove na njima razumljiv nacˇin te ih potaknuti na ucˇenje bez pri-
sile, u opusˇtenoj atmosferi koja pomazˇe ukloniti postojec´e predrasude i eventualan strah
od matematike. Jedan od prijedloga za ostvarivanje tog cilja primjena je igara za vrijeme
nastavnoga sata. Prema Oldfieldu [?] matematicˇka je igra aktivnost koja ukljucˇuje izazov
ili zadatak sˇto ga je potrebno rijesˇiti, ima jasna pravila, strukturu i cilj te precizno odredene
ishode koji se njome ostvaruju. Cijeli je niz pozitivnih strana implementacije matematicˇkih
igara u nastavni proces; uz ocˇekivani porast motivacije za usvajanje novih sadrzˇaja i samo-
pouzdanja pri pristupanju matematicˇkim problemima, igra doprinosi razvoju socijalnih i
komunikacijskih vjesˇtina ucˇenika, poticˇe primjenu matematicˇkih vjesˇtina u razlicˇitim kon-
tekstima te stimulira matematicˇke diskusije i razvoj stratesˇkog misˇljenja.
Koja je uloga GeoGebre pri igrifikaciji nastave matematike? Prije svega, treba uzeti
u obzir da se u posljednjih petnaestak godina tehnologija razvila velikom brzinom te da
zbog njezine dostupnosti i maksimalne prilagodbe korisniku danas gotovo svako dijete
krec´e u prvi razred s iskustvom igranja racˇunalnih igara, sˇtovisˇe, one su cˇesto dio djecˇje
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svakodnevice. Kao medij sˇto ga ucˇenici suvereno i rado koriste, digitalne su igre odlicˇna
platforma za razvoj ucˇenicˇkih matematicˇkih kompetencija. Bogati i dinamicˇni scenariji
igara na racˇunalu zahtijevaju i uspijevaju zadrzˇati pazˇnju ucˇenika, a njihov sadrzˇaj pretvara
ucˇenike iz pasivnih u aktivne subjekte nastave pruzˇajuc´i moguc´nost interaktivnog ucˇenja ili
ucˇenja otkrivanjem. Takoder, ucˇenici rjede odustaju ukoliko ne uspiju iz prvog pokusˇaja,
postavljaju si visˇe ciljeve i tezˇe boljem rezultatu. Visˇe istrazˇivanja, kao sˇto su npr. [?] i [?],
ustvrdilo je pozitivnu korelaciju kvalitetnih edukativnih digitalnih igara i ostvarenih rezul-
tata prilikom provjeravanja i ispitivanja usvojenoga sadrzˇaja. Prema tome, pitanje visˇe nije
treba li koristiti digitalne igre u nastavi, nego koju igru koristiti i kada.
Osim multimedijskih sustava edukacijskih igara (kao sˇto je npr. Ucˇilica), na internetu
postoji jako velik broj medunarodno priznatih portala namijenjenih interaktivnom ucˇenju
matematike, a na kojima su matematicˇke igre jedan od kljucˇnih elemenata. Istina je da se
u moru ponudenih izbora svakako mogu pronac´i kvalitetni materijali koji c´e doista pomoc´i
ucˇenicima pri ostvarivanju predvidenih ishoda, ali ponekad bi ucˇitelji zˇeljeli upotrijebiti
igru koja je povezana s aktualnim interesima ucˇenika ili oformiti igru oko vlastitih zada-
taka, a takva ne postoji medu vec´ gotovim i dostupnim materijalima. Jedina opcija koja
tada preostaje jest kreiranje vlastite igre - to je trenutak kad GeoGebra stupa na scenu.
GeoGebra kao program dinamicˇne geometrije originalno nije namijenjena izradi ma-
tematicˇkih igara, ali upravo u tome lezˇi njezina cˇar. Ona skriva bezbroj moguc´nosti koje
cˇekaju da ih netko otkrije i upotrijebi na drugacˇiji, neocˇekivan nacˇin; samo treba prepustiti
masˇti i kreativnosti da izbiju na povrsˇinu. U nastavku su prikazane dvije igre napravljene
u GeoGebri, namijenjene su ucˇenicima petoga, odnosno, sˇestoga razreda osnovne sˇkole.
1.1 Veza zbrajanja i oduzimanja, 5. razred
U sklopu kolegija Metodicˇka praksa iz matematike u osnovnoj sˇkoli odrzˇala sam nekoliko
sati ucˇenicima 5.a razreda Osnovne sˇkole Remete. Vec´ i prije nego sˇto sam prvi put stala
pred razred u funkciji ucˇitelja, promatrajuc´i ponasˇanje i reakcije ucˇenika za vrijeme nas-
tavnih sati sˇto ih je odrzˇala njihova profesorica uocˇila sam da su ucˇenici vjesˇti u izvodenju
osnovnih racˇunskih operacija s prirodnim brojevima. Zadatke iz cjeline Prirodni brojevi,
prve koja se obraduje u petome razredu, gotovo svi su ucˇenici rjesˇavali brzo i sigurno te im
oni nisu predstavljali dovoljan izazov zbog cˇega su znali postati nestrpljivi i nemirni.
Jedna od nastavnih jedinica koju sam dobila zadatak odrzˇati u tom razredu bila je Veza
zbrajanja i oduzimanja brojeva u skupuN0. Prilikom odredivanja ishoda ucˇenja navela sam
da c´e ucˇenici izraziti ideje i rezultate (kako odrediti nepoznanicu pri zbrajanju i oduzima-
nju prirodnih brojeva) govornim i matematicˇkim jezikom u skladu s dobi; uspostaviti veze
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i odnose izmedu zbrajanja i oduzimanja, pribrojnika i zbroja te umanjenika, umanjitelja i
razlike; koristiti opc´e brojeve (slova) u zapisivanju veze zbrajanja i oduzimanja. Nadalje,
sigurno c´e, snalazˇljivo i ucˇinkovito zbrajati i oduzimati brojeve u skupu N0 primjenjujuc´i
medusobne veze zbrajanja i oduzimanja; postavljati matematici svojstvena pitanja (Sˇto je
poznato? Sˇto trebamo odrediti? Kako c´emo odrediti? Zbog cˇega?) pri rjesˇavanju zada-
taka i, konacˇno, razvijati koncentraciju, povjerenje u vlastite sposobnosti te pozitivan stav
prema stjecanju novih znanja i vjesˇtina.
Uzevsˇi u obzir sposobnosti ucˇenika i navedena ocˇekivana ucˇenicˇka postignuc´a, odlucˇila
sam u GeoGebri izraditi matematicˇku igru sa zˇeljom da im privucˇem i cˇim dulje zadrzˇim
pazˇnju te ih motiviram za rjesˇavanje cˇak i slozˇenijih matematicˇkih zadataka postavljajuc´i
ih pred njih kao svojevrsnu zagonetku. U nastavku je opisan tijek tako nastale aktivnosti
Otvorimo trezor koja je provedena na nastavnome satu.
Aktivnost: Otvorimo trezor
Cilj je aktivnosti da ucˇenici odrede nepoznate znamenke primjenjujuc´i vezu zbrajanja i
oduzimanja te osvijeste njezinu primjenu i zapisˇu ju matematicˇkim jezikom. Predvideno
trajanje aktivnosti iznosi dvadeset minuta.
Nastavni oblik provodenja aktivnosti diferencirana je nastava u obliku rada u homoge-
nim grupama. Pri radu u homogenim grupama podrazumijeva se fiktivna podjela ucˇenika u
skupine prema matematicˇkim sposobnostima - u prvoj su skupini ucˇenici nizˇih sposobnosti,
u drugoj su skupini ucˇenici prosjecˇnih sposobnosti, dok trec´u skupinu ucˇenika cˇine oni vi-
sokih matematicˇkih spososbnosti. Ucˇitelj tijekom nastavnoga sata pred ucˇenike razlicˇitih
skupina postavlja pitanja i probleme stupnja slozˇenosti primjerenoga njihovim sposobnos-
tima i predznanju. Dijelovi aktivnosti namijenjeni su i za individualni rad ucˇenika.
Nastavne metode koje se tijekom aktivnosti primjenjuju jesu metoda dijaloga, me-
toda rada na zadatcima, metoda analogije te metoda analize i sinteze, a potreban mate-
rijal za provedbu aktivnosti jest GeoGebra aplet koji se projicira na platno ili bijelu plocˇu
(Slika 1.1). Potrebno je na plocˇi predvidjeti mjesto za rjesˇavanje zadataka i zapisivanje za-
kljucˇaka. Kako je aktivnost namijenjena za pocˇetak sata obrade novoga nastavnog sadrzˇaja,
prije pocˇetka njezine provedbe ucˇenicima valja napomenuti da u biljezˇnici ostave mjesta
za naslov.
Sama aktivnost zapocˇinje pripovijedanjem pricˇe u pozadini zadatka:
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Jednom davno, iza sedam gora i sedam mora, zlocˇesta vjesˇtica Greta uselila je u dvo-
rac usred sˇume. Dugo je ondje zˇivjela sama i smisˇljala podmukle planove, ne obrac´ajuc´i
pazˇnju na to koliko je vremena prosˇlo. Jednoga je dana ugledala vlastiti odraz u zrcalu
i zaprepastila se. Njezino je lice postalo prepuno bora! Svi znaju da nikako ne dolicˇi da
zlocˇesta vjesˇtica ima naborano lice!
Na svu srec´u, prisjetila se staroga recepta za tonik koji odstranjuje bore, a cˇiji su glavni
sastojak djecˇje suze. Kako bi se domogla djecˇjih suza, vjesˇtica Greta odlucˇila je pokrasti
djecu iz oblizˇnjeg gradic´a i pohraniti ukradeno u svoj trezor. Trezor je zasˇtitila lozinkom, a
podsjetnik si je zapisala u obliku matematicˇkoga zadatka. Odredite lozinku trezora, otkrijte
sˇto je vjesˇtica Greta ukrala i vratite pronadeno djeci da prestanu plakati!
Slika 1.1: Trezor prije rjesˇavanja zadatka




9 1 9 8
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Zadatak se rjesˇava na plocˇi uz prozivanje ucˇenika iz prve i druge skupine koji predlazˇu
znamenke sˇto ih treba upisati u pojedinu kuc´icu. Prvo je potrebno s ucˇenicima prodiskuti-
rati s koje se strane pocˇinje rjesˇavati zadatak prilikom pisanoga zbrajanja, odnosno, ucˇenici
trebaju zakljucˇiti da se najprije popunjava desna kuc´ica. Kao pomoc´, ucˇitelj postavlja pot-
pitanja ovisno o potrebi (U desnu kuc´icu treba upisati broj koji kad ga zbrojimo sa 6 daje
8. Koji broj uvec´an za 6 daje rezultat 8?). Ucˇenici zakljucˇuju da u posljednju kuc´icu treba
unijeti znamenku 2 i na analogan nacˇin nastavljaju s otkrivanjem lozinke.
Tipicˇna ucˇenicˇka pogresˇka jest u tome da brzopleto zakljucˇe kako u lijevu kuc´icu treba
upisati znamenku 8 jer je zbroj brojeva 1 i 8 jednak 9. Nakon sˇto su popunjene sve kuc´ice,
ocˇitava se lozinka i to tako da se cˇita s lijeva nadesno. Dobiva se troznamenkasti broj (842)
koji se unosi u za to predvideno polje u apletu, nakon cˇega se piritisne tipka ”Otvori”.
Kako lozinka nije ispravna, na ekranu se prikazˇe upaljeni crveni alarm i pojavi se vjesˇtica:
ucˇenici nisu uspjeli otvoriti trezor, vec´ ih je zatekla vjesˇtica!
S ucˇenicima svakako treba raspraviti o tome gdje je pogresˇka i zbog cˇega se upalio
alarm. Bolji ucˇenici u razredu uocˇit c´e da je pogresˇka u lijevoj kuc´ici jer pri racˇunu nije
uzeto u obzir da je u drugom stupcu s lijeva 3 + 8 = 11 pa se tada pisˇe 1 i ”pamti 1“ koji
se prenosi u sljedec´i stupac. Ucˇitelj dopisuje 1 iznad krajnjeg lijevog stupca i ucˇenici za-
kljucˇuju da je trazˇena lozinka zapravo 742. Prije unosa nove lozinke treba pritisnuti tipku
”Ispocˇetka“, a tek zatim unijeti lozinku i pritisnuti tipku ”Otvori“. Trezor se otvara i unutar
njega vide se ukradene plisˇane igracˇke koje su ucˇenici spasili i vratili njihovim vlasnicima.
Po otvaranju trezora, s ucˇenicima se komentira rjesˇavanje zadatka i zapisuje na ”mate-
maticˇki“ nacˇin:
6 + x = 8
x = 8 − 6
x = 2
Pisanje navedenih jednadzˇbi na plocˇu interaktivan je proces koji zapocˇinje ispisanjem
najgornje jednadzˇbe samo pomoc´u kuc´ice na sˇto su ucˇenici navikli u nizˇim razredima.
Ucˇenike se upita znaju li kojim se slovom najcˇesˇc´e oznacˇava nepoznanica u matematici,
upisuje se x u kuc´icu i objasˇnjava da sada x predstavlja nepoznanicu koja se treba odrediti.
Ucˇenike se podsjec´a na maloprije dobiveni rezultat prema kojemu u kuc´ici treba pisati
broj 2 te se postavlja pitanje pomoc´u koje je racˇunske operacije odreden nepoznati pri-
brojnik. Ucˇenici uocˇavaju da su oduzimali 6 od 8, odnosno, od zbroja su oduzeli drugi
pribrojnik.
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Promatra se josˇ jedan primjer u kojemu je nepoznanica na prvom, umjesto na drugome
mjestu. Konkretno, na plocˇu se pisˇe linearna jednadzˇba s jednom nepoznanicom koja se
skriva u pozadini odredivanja znamenke u srednjoj kuc´ici.
x + 5 = 9
x = 9 − 5
x = 4
Analogno kao gore, kuc´ica se mijenja slovom x te se odreduje njegova vrijednost. S
ucˇenicima se komentira da je zbroj najvec´i broj u jednakosti pa se rjesˇenje dobije tako
da od najvec´eg broja oduzmemo manji (na plocˇi se najvec´i broj oznacˇi drugom bojom).
Konacˇno, ucˇenici uz vodstvo ucˇitelja formuliraju i iskazuju zakljucˇak da se jedan nepoz-
nati pribrojnik odredi tako da se od zbroja oduzme poznati pribrojnik.
Ucˇenici zakljucˇak opc´im brojevima zapisuju u biljezˇnice i uokviruju bojom:
a, b, c ∈ N0, a + b = c ⇒ a = c − bb = c − a
Sada se mozˇe napisati i naslov koji glasi Veza zbrajanja i oduzimanja. Slijedi povratak
na otvaranje trezora i nastavak pricˇe:
Nakon sˇto je otkrila da joj je provaljeno u trezor, vjesˇtica se zaklela da nec´e odustati.
Sˇto je vjesˇtica sada ukrala djeci? Otkrijte novu lozinku i osujetite vjesˇticˇin plan!
6 8
- 8 1 5
1 5 4 3
Nakon sˇto su na prvome primjeru vidjeli pristup ovakvome tipu zadatka, ucˇenicima se
mozˇe zadati da samostalno rijesˇe zadatak, a potom i prozvati jednog ucˇenika (iz druge sku-
pine) da ga rijesˇi na plocˇi. Ucˇenike treba potaknuti da prilikom rjesˇavanja zadatka verbalno
obrazlazˇu svoje postupke jer na taj nacˇin strukturiraju vlastiti proces misˇljenja, uocˇavaju
potrebu za preciznosˇc´u matematicˇkoga iskaza te uvjezˇbavaju javni nastup.
Trazˇeno rjesˇenje je 915, ponovno se cˇita s lijeva nadesno. Potrebno je pritisnuti tipku
”Novi zadatak” i unijeti lozinku u aplet. Trezor se otvara, a unutar njega sad su slatkisˇi.
Sljedec´i je korak komentiranje rjesˇavanja zadatka i formaliziranje zapisa:
6 − x = 5
x = 6 − 5
x = 1
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Za vrijeme pisanja gornjih jednadzˇbi na plocˇu ponovno se ucˇenike navodi na zakljucˇak
o pravilu za odredivanje nepoznanice. Ucˇenici uocˇavaju da su morali oduzeti 5 od 6, od-
nosno, od umanjenika su oduzeli razliku. Takoder, prepoznaju da je najvec´i broj u pocˇetnoj
jednakosti umanjenik, tj. broj 6 koji se zatim oznacˇava ga drugom bojom. Ovako jednos-
tavni primjeri koje ucˇenici mogu rijesˇiti napamet olaksˇavaju sistematiziranje sadrzˇaja i
dolazak do zˇeljenih zakljucˇaka koji se zatim formuliraju i pomoc´u opc´ih brojeva.
Ucˇenici zapisuju u biljezˇnice i uokviruju bojom:
a, b, c ∈ N0, a − b = c ⇒ b = a − c
Slijedi i posljednja moguc´nost za polozˇaj nepoznanice: x je umanjenik (drugi stupac s
desne strane).
x − 1 = 4
x = 4 + 1
x = 5
Po ispisivanju pocˇetne jednadzˇbe na plocˇu, od ucˇenika se trazˇi da osvijeste i verbalizi-
raju pomoc´u koje su racˇunske operacije odredili kolika je nepoznanica. Za razliku od svih
prethodnih primjera, ovdje su rezultat dobili zbrajanjem. Prirodno se nametnula problem-
ska situacija - kako to da je sada trebalo zbrajati, a ne oduzimati? Kao pomoc´ ucˇenicima,
pazˇnja im se mozˇe usmjeriti na relevantno pitanje: Koji je sada broj najvec´i? Ucˇenici pri-
mjec´uju da je nepoznanica x sada najvec´i broj pa se ne mozˇe odrediti oduzimanjem jer se
kao razlika ne mozˇe dobiti broj vec´i od umanjenika (a treba dobiti najvec´i broj).
Isti je postupak kao i ranije, oznacˇi se x drugom bojom (kao najvec´i broj), a ucˇenici
zapisuju u biljezˇnice i uokviruju bojom:
a, b, c ∈ N0, a − b = c ⇒ a = b + c
Preostaje josˇ posljednji dio zadatka:
Vjesˇtica je zakljucˇila da joj treba dodatna zasˇtita za trezor. Postavila je tezˇu uputu
za novu lozinku i dovela dodatnog cˇuvara kojega je zatvorila u trezor s nadom da c´e on
sacˇuvati ukradeno. Problem je u tome sˇto cˇuvar ne zˇeli biti zakljucˇan u trezoru. Tko je
cˇuvar? Spasi ga i vrati djeci ono sˇto im je ukrala!
5 6
+ 8 2 3
1 3 3 1 9
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Ucˇenici samostalno rjesˇavaju zadatak, najslozˇeniji do sada. Proziva se jedan ucˇenik (iz
trec´e skupine) da ga rijesˇi na plocˇi uz davanje uputa i obrazlozˇenja za pojedine zakljucˇke.
Trazˇeno je rjesˇenje 479; nakon pritiska tipke ”Novi zadatak”, unosi se lozinka u aplet. Za-
robljeni cˇuvar trezora je zmaj, a u trezoru se nalaze raznolike lopte (Slika 1.2). Zmaj se
mozˇe osloboditi: pritiskom na gumb ”Oslobodi zmaja” cˇuvar trezora napusˇta svoju tam-
nicu.
Slika 1.2: Trezor nakon sˇto je rijesˇen posljednji zadatak
Nakon provedene aktivnosti slijedi uvjezˇbavanje rjesˇavanja linearnih jednadzˇbi poput
85674 + x = 956423 u kojima ucˇenici trebaju primijeniti vezu zbrajanja i oduzimanja
racˇunajuc´i s prirodnim brojevima vec´ima od 1000. Sada visˇe zadatke nije moguc´e rijesˇiti
napamet, vec´ treba odabrati odgovarajuc´e pravilo i primijeniti ga.
Moram priznati da prije sata nisam bila sasvim sigurna kako c´e ucˇenici prihvatiti igru,
odnosno, bojala sam se da c´e je mozˇda smatrati isuvisˇe djetinjastom, a sebe ”prevelikima”
za takve zadatke, no, dogodilo se upravo suprotno. Ucˇenici su se od samoga pocˇetka
uzˇivjeli u pricˇu i postavljali su pitanja o vjesˇtici kao, na primjer, ima li kuc´nog ljubimca i
sprema li cˇarobni tonik u kotlu nad vatrom u mracˇnoj tamnici. Sablaznili su se nad idejom
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da je krala od djece i pogadali su sˇto je to mogla ukrasti. U takvom emotivno pobudenom
stanju, nisu mogli docˇekati da im postavim zadatak kako bi saznali sˇto je u trezoru, a otva-
ranje trezora bilo je poprac´eno odusˇevljenjem.
Prilikom analize zadatka i zapisivanja generalizacije bili su mirni i suradljivi, lako su i
tocˇno odgovarali na postavljena pitanja. Dva zadatka za samostalni rad vrlo su brzo rijesˇili,
cˇak i zadnji, sˇto je zadatak kakav se zna pojaviti na nizˇim razinama natjecanja iz matema-
tike u petome razredu. Nadmetali su se tko c´e rijesˇiti prvi kako bi rjesˇenje mogao napisati
na plocˇu i unijeti lozinku u aplet. Bila sam zadovoljna time kako je aktivnost prosˇla, a sˇto je
najvazˇnije, ucˇenici su aktivno sudjelovali u nastavi i cˇini mi se da su bez potesˇkoc´a usvojili
predvideni sadrzˇaj. Ponekad smetnemo s uma da su ucˇenici petih razreda josˇ uvijek djeca,
a djeca prirodno ucˇe upravo kroz igru.
U nastavku su ukratko predstavljene neke od najvisˇe primjenjivih i zanimljivih opcija
GeoGebre za nastavu, a koje su korisˇtene pri izradi ove matematicˇke igre.
Izrada apleta
Prije svega, ucˇenicima najinteresantniji dio igre, i vjerojatno jedini na koji c´e obratiti
pazˇnju, jesu graficˇki elementi. GeoGebra nudi opciju jednostavnog umetanja slika razlicˇitih
formata iz datoteke (nalazi se u padajuc´em izborniku Uredivanje smjesˇtenom u Traci za
izbornike). Po odabiru zˇeljene slike, na ekranu se odabire tocˇka u koju c´e biti smjesˇten
njezin lijevi donji ugao. Dimenzije i polozˇaj umetnute slike mogu se precizno odrediti za-
davanjem koordinata njezinih donjih i gornjega lijevog ugla u kartici Polozˇaj u dijalosˇkom
okviru Svojstva objekta do kojega se mozˇe doc´i na visˇe nacˇina; jedan je od njih odabir
opcije Svojstva objekta u izborniku koji se pokazˇe prilikom desnog klika misˇa na objekt.
Novije slike umetnute u dokument prekrit c´e one ranije umetnute, no to se mozˇe re-
gulirati opcijom Razina u kartici Dodatno dijalosˇkog okvira Svojstva objekta. Tako se
primjerice za pozadinske slike, kao sˇto je zid u ovom primjeru, odabire razina 0, slike
plisˇanih igracˇaka, slatkisˇa i lopti postavljaju se na razinu 1, dok su slike trezora smjesˇtene
na najvisˇoj razini. Naime, iako se tako ne doima prilikom korisˇtenja apleta, prikaz trezora
nije dobiven umetanjem gotove animacije otvaranja trezora u dokument jer GeoGebra ne
podrzˇava tu opciju; u nju je moguc´e umetati samo pojedinacˇne slike. Ono sˇto je u takvoj
situaciji moguc´e ucˇiniti jest gotovu animaciju rastaviti i pretvoriti u niz slika, sˇto je ovdje
ucˇinjeno pomoc´u jednoga od besplatnih internetskih servisa kojima je upravo to namjena,
cˇime je animacija razdijeljena u pedeset slika.
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Iako u GeoGebru zasad nije moguc´e umetnuti gotovu animaciju, animiranje objekata
kao sˇto su nezavisni klizacˇi, kutovi ili zavisne tocˇke ponudeno je vec´ od prvih verzija pro-
grama. Kako bi se postigla iluzija da se trezor otvara, prvo je potrebno umetnuti klizacˇ u
aplet. Njegov izgled nije vazˇan jer on nec´e biti prikazan na ekranu, ali ono sˇto je nuzˇno
odrediti jesu njegova minimalna i maksimalna vrijednost te korak povec´anja. Buduc´i da je
otvaranje trezora razdijeljeno u pedeset slika, kao minimum postavljena je vrijednost 1, kao
maksimum vrijednost 50, dok je korak povec´anja 1. Nakon sˇto se umetnu sve slike u aplet,
svaka se povezˇe s odgovarajuc´om vrijednosti klizacˇa. Konkretno, na vrhu ranije spome-
nute kartice Dodatno nalazi se traka za unos uvjeta za prikaz objekta (ta opcija postoji za
sve objekte, a ne samo za slike). U nju se za prvu sliku unosi uvjet da je vrijednost klizacˇa
1, za drugu 2 i tako dalje. Animira li se klizacˇ, i to tako da je kao opcija za ponavljanje
odabrano rastuc´e (jednom) kako se trezor ne bi neprekidno otvarao i zatvarao, uocˇava se
da se mijenja prikazana slika u ovisnosti o vrijednosti klizacˇa. Proces animiranja slicˇan
je listanju biljezˇnice na cˇijim je rubovima stranica nacrtan strip, samo preostaje odrediti
brzinu koja najvisˇe odgovara za postizanje zˇeljenoga efekta.
Za kraj josˇ treba postaviti uvjete koji specificiraju kada c´e se trezor otvoriti - ideja je da
se otvori samo ukoliko je upisano tocˇno rjesˇenje zadatka, s time da mora biti zadovoljen
redoslijed rjesˇavanja zadataka (tj. da se ne priznaje rjesˇenje drugoga zadatka kao ispravno
ukoliko se rjesˇava prvi zadatak). Prvo se u aplet unosi nezavisan broj l koji predstavlja
lozinku te se postavlja tesktualno polje vezano uz njega, sˇto znacˇi da predlozˇena lozinka
poprima vrijednost unesenu u tekstualno polje. Zatim se u aplet dodaju broj zadatka (ov-
dje oznacˇen s a) i gumb ”Otvori trezor” pritiskom na koji se unesena lozinka usporeduje s
tocˇnim rjesˇenjem pa, ukoliko se ona podudaraju, pokrec´e animaciju za otvaranje trezora.
Naredbe za provjeravanje tocˇnosti rjesˇenja unose se u karticu Skriptiranje dijalosˇkog okvira
Svojstva objekta gumba za otvaranje (Slika 1.3). Upravo je GeoGebra skriptiranje kao niz
naredbi sˇto se izvrsˇavaju jedna po jedna, bilo klikom na objekt bilo njegovim azˇuriranjem,
opcija koja pruzˇa priliku za kreativnost u GeoGebri i o njoj c´e josˇ biti rijecˇi u ovome radu.
Slika 1.3: Naredbe za otvaranje trezora
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1.2 Tangram, 6. razred
U prethodnom je odjeljku prikazana edukativna igra u kojoj svi ucˇenici iz razreda sudjeluju
kao cjelina i koja je u svojoj srzˇi zapravo motivacijska pozadina matematicˇkih zadataka:
opisana se aktivnost mogla provesti na potpuno isti nacˇin i bez apleta, samo bi se sma-
njio stupanj ukljucˇenosti ucˇenika u nastavni proces i nastava bi poprimila tradicionalnu
notu. U ovom c´e odjeljku biti prikazan potpuno drugacˇiji tip igre, igra koja je namijenjena
za samostalan rad ili rad u manjim grupama (prema preferencijama ucˇitelja i osobinama
ucˇenika) te igra koja je matematicˇka aktivnost sama po sebi.
Prema trenutno vazˇec´em nastavnom planu i programu ucˇenici u peti razred dolaze poz-
navajuc´i formule za izracˇunavanje povrsˇine pravokutnika i kvadrata, s time da najcˇesˇc´e ne
razumiju koncept povrsˇine, vec´ cˇisto mehanicˇki uvrsˇtavaju zadane vrijednosti u napisanu
formulu. Prijedlog Predmetnog kurikuluma iz Matematike [?] naglasak stavlja upravo na
usvajanje ideje povrsˇine. Naime, prema njemu ucˇenici c´e u cˇetvrtome razredu upoznati
pojam povrsˇine tako sˇto c´e usporedivati likove razlicˇitih povrsˇina prema velicˇini dijela rav-
nine koji zauzimaju i mjerit c´e povrsˇine likova ucrtanih u kvadratnoj mrezˇi prebrojavanjem
kvadrata. Takoder, od ucˇenika se ocˇekuje da izrade jedinicˇne kvadrate od papira ili kartona
te mjere pravokutne likove prekrivajuc´i ih tim jedinicˇnim kvadratima. U nizˇim razredima,
dakle, uopc´e se visˇe nec´e obradivati formule za izracˇunavanje povrsˇine pravokutnika i kva-
drata, vec´ c´e se ustrajati na razvoju ideje povrsˇine pomoc´u jedinicˇnih kvadrata.
U petome razredu kao ishod je navedeno racˇunanje povrsˇine kvadrata i pravokutnika
te je istaknuto da pri odredivanju povrsˇina naglasak ne treba stavljati na uporabu formula,
vec´ se ponovno inzistira na odredivanju povrsˇina likova prebrojavanjem kvadrata u kva-
dratnoj mrezˇi. Takoder, preporucˇeno je razvijanje svijesti o tome da likovi iste povrsˇine
mogu imati razlicˇite opsege. Od ucˇenika koji zavrsˇava sˇesti razred ocˇekuje se da mozˇe
samostalno i sigurno odrediti opseg i povrsˇinu trokuta i cˇetverokuta. U razradi ishoda vrlo
dobrom razinom usvojenosti smatra se racˇunanje opsega i povrsˇine geometrijskih oblika
sastavljenih od osnovnih geometrijskih likova, dok je odabir strategije za izracˇunavanje
opsega i povrsˇine u rjesˇavanju problema iz geometrije iznimna razina usvojenosti nastav-
noga sadrzˇaja.
Kao sˇto naslov odjeljka najavljuje, matematicˇka igra, ili bolje rec´i slagalica, koja uve-
like doprinosi i olaksˇava ostvarivanje svih gore navedenih ishoda upravo je tangram. Ov-
dje je ukratko opisana aktivnost namijenjena ucˇenicima sˇestoga razreda, no uz minimalne
se prilagodbe mozˇe provesti i s ucˇenicima petih razreda. Izvedba aktivnosti ovisi o teh-
nolosˇkim moguc´nostima sˇkole; u sˇkolama sudionicama pilot projekta e-Sˇkole ucˇenici na
vlastite tablete instaliraju GeoGebra aplikaciju i otvaraju aplete ili ih pokrec´u pomoc´u
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mrezˇnih aplikacija s internetskih GeoGebra stranica [?], dok u ostalim sˇkolama ucˇitelji
koji imaju za to moguc´nosti nastavu organiziraju u informaticˇkoj ucˇionici. Ukoliko niti to
nije opcija, ovaj se aplet mozˇe primijeniti i u obicˇnim ucˇionicama s projektorom (pri cˇemu
bi svakako puno znacˇila interaktivna plocˇa) tako da se grupama ucˇenika podijele omotnice
s manjim modelima tangrama izradenima od kolazˇ-papira, a na projekcijskom se platnu ili
plocˇi pomoc´u apleta prikazuju zadatci, analiziraju i sintetiziraju rjesˇenja.
Slika 1.4: Cjeloviti tangram
Kako je ovo vjerojatno prvi put da se ucˇenici susrec´u s tangramom (Slika 1.4), pre-
porucˇuje se zapocˇeti aktivnost pricˇajuc´i ucˇenicima jednu od legendi o tome kako je tan-
gram nastao. Naime, iako se o povijesti tangrama ne zna puno, poznato je da potjecˇe iz
drevne Kine i vremena dinastije Tang te da rijecˇ ”tangram” na kineskom jeziku znacˇi ”se-
dam plocˇica mudrosti” [?]. Najstariji zapisi koji potvrduju postojanje tangrama vezˇu se uz
kraj 18. i pocˇetak 19. stoljec´a, a kako se zna da je tangram daleko stariji, ali ne i kako je
nastao, ne iznenaduje da su tijekom godina osmisˇljene legende koje objasˇnjavaju otkuda
potjecˇe ideja tangrama. Prema jednoj od njih, sluga kineskog cara spotaknuo se i pao dok
je nosio vrijednu keramicˇku plocˇicu kvadratnog oblika. Ta se plocˇica razbila na sedam di-
jelova koje je sluga pokusˇao slozˇiti natrag u kvadratni oblik. Prije nego sˇto je uspio slozˇiti
kvadrat, dobio je puno razlicˇitih likova: zˇivotinje, ljude i predmete (razlicˇiti se oblici mogu
projicirati na platnu kako bi ih ucˇenici mogli promotriti) te je tako nastao tangram.
Druga legenda [?] zamjetno je bogatija detaljima. Prema njoj, kineski je car zaposlio
umjetnika staklara da izradi staklo za prozor na palacˇi, sˇto bi postao prvi ostakljeni prozor
- svi su ostali bili naprosto otvori u zidovima. Staklo je trebalo biti u obliku savrsˇenoga
kvadrata i umjetnik je danima na njemu neumorno radio. Po zavrsˇetku izrade, brizˇno je
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umotao staklo u najfiniju svilu i kozˇu kako se ne bi osˇtetilo prilikom dugoga putovanja
do carske palacˇe. Prolazili su dani, a umjetnik je pazˇljivo koracˇao bespuc´ima pustinja i
nepreglednih ravnica, sve dok se nije uspeo na vrh planine s koje je mogao vidjeti palacˇu.
Zadivljen velebnim zdanjem, spotaknuo se o sitni kamencˇic´ i pao niz planinu. Nakon sˇto
se osovio na noge, odmah je posegnuo za staklom kako bi provjerio u kojem je stanju
nakon pada. Staklo, nazˇalost, nije ostalo cˇitavo, nego se magicˇno razbilo u svega sedam
dijelova. Pokusˇavajuc´i sastaviti pocˇetni kvadrat, umjetnik je uocˇio da se od dijelova stakla
mogu dobiti razni oblici. Konacˇno je spakirao staklo i presˇao preostali dio puta do palacˇe
gdje je pomoc´u oblika dobivenih od dijelova stakla caru ispricˇao pricˇu o svom putovanju.
Car je bio odusˇevljen prikazima deva i redovnika, brodova i planina te se kasnije danima
zabavljao izradujuc´i razne likove od stakla. Uskoro je dao izraditi plocˇice od drva i otuda
je potekla ideja tangrama.
Slika 1.5: Tangram, 1. zadatak
Nakon sˇto su ucˇenici cˇuli legendu o postanku tangrama, vrijeme je za upoznavanje dije-
lova od kojih se tangram sastoji. Ucˇitelj pokrec´e prvi GeoGebra aplet (Slika 1.5) te ucˇenici
rjesˇavaju zadatak na jedan od nacˇina navedenih u uvodnome dijelu opisa aktivnosti. Tre-
baju uocˇiti da se radi o pet jednakokracˇnih pravokutnih trokuta, kvadratu i paralelogramu,
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sˇto su sve likovi koje ucˇenici u tom trenutku vec´ dobro poznaju. Ucˇitelj zatim postavlja
pitanje jesu li neki od tih likova sukladni (nije losˇe ovdje ponoviti definiciju sukladnih tro-
kuta) te ucˇenici primjec´uju da se dva najmanja trokuta mogu u potpunosti preklopiti, kao i
dva najvec´a.
Prvi zadatak, uz ponavljanje pojma sukladnosti te vjezˇbu prepoznavanja geometrijskih
likova, sluzˇi kako bi ucˇenici pratec´i upute u zadatku naucˇili pomicati (tehnika primi i po-
vuci) i zakretati (pomoc´u istaknute zˇute tocˇke na pojedinom liku) elemente tangrama u
apletu, sˇto c´e biti potrebno pri rjesˇavanju sljedec´ih zadataka.
Slika 1.6: Tangram, 2. zadatak
U drugome zadatku (Slika 1.6) treba odrediti povrsˇine pojedinih likova koji cˇine tan-
gram. S obzirom na iskustvo iz cˇetvrtoga i petoga razreda, ucˇenici bi sada vec´ trebali biti
vjesˇti u odredivanju povrsˇine usporedbom s jedinicˇnom povrsˇinom, neovisno o tome je li
ona kvadratnog oblika ili nije. Konkretno, kao jedinicˇna povrsˇina uzima se povrsˇina najma-
njega trokuta; oznacˇena je s P. Tada ucˇenici lako mogu odrediti povrsˇine preostalih likova
preklapanjem likova nepoznatih povrsˇina s onima ranije odredenima. U biljezˇnicu skici-
raju pojedine likove i na svaki od njih upisuju kolika je njegova povrsˇina, a po zavrsˇetku
zadatka rjesˇenja provjeravaju zajednicˇki pomoc´u tangrama na plocˇi. Pritiskom na tipku
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”Pokazˇi rjesˇenja” na svim se likovima pokazuje iznos njihovih povrsˇina izrazˇen pomoc´u
P. Konacˇno, mozˇe se odrediti i povrsˇina cijeloga tangrama zbrajanjem pojedinih povrsˇina
te ucˇenici uocˇavaju da ona iznosi 16P. Ukoliko je ucˇitelj slucˇajno pritisnuo tipku ili iz ne-
kog drugog razloga visˇe ne zˇeli da rjesˇenja budu prikazana, postoji tipka ”Sakrij rjesˇenja”.
U petome i sˇestome razredu baratanje opc´im brojevima ucˇenicima zna biti zbunjujuc´e
pa ako neki ucˇitelji procijene da je njihovim ucˇenicima taj pristup isuvisˇe slozˇen, umjesto
toga ucˇenici mogu konkretno izracˇunati kolike su povrsˇine likova koji cˇine tangram. Ipak,
treba uzeti u obzir da je usporedivanje povrsˇine s jedinicˇnom koncept vazˇan ne samo za
matematiku, vec´ i za druge prirodne znanosti, te bi bilo dobro na to ucˇenike privikavati pos-
tupno putem upravo ovakvih aktivnosti gdje mogu vizualizirati proces mjerenja. Takoder,
u sˇestom su se razredu vec´ susreli sa ”slovima” u matematici rjesˇavajuc´i linearne jednadzˇbe
s jednom nepoznanicom pa im ideja izrazˇavanja svih povrsˇina pomoc´u jednoga slova sˇto
predstavlja vrijednost najmanje povrsˇine ne bi trebala biti nepojmljiva.
Slika 1.7: Tangram, rijesˇen 3. zadatak
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Nakon uvodnih primjera u kojima su ucˇenici saznali od kojih se dijelova sastoji tangram
te otkrili kako se medusobno odnose povrsˇine tih dijelova, slijede nesˇto slozˇeniji zadatci
koji zahtijevaju primjenu kombinatorike i isprobavanja. U trec´em zadatku (Slika 1.7 pri-
kazuje zadatak s rjesˇenjem) ucˇenici trebaju pomoc´u dva najmanja trokuta i trokuta srednje
velicˇine sastaviti kvadrat, pravokutnik, paralelogram i trokut te svakome od dobivenih li-
kova odrediti povrsˇinu. Trokute od kojih sastavljaju trazˇene likove proizvode pomoc´u alata
”Mali trokut” i ”Srednji trokut” u alatnoj traci.
Ucˇenici po zavrsˇetku sastavljanja primjec´uju da likovi razlicˇitih oblika mogu imati istu
povrsˇinu. U ovome zadatku ne razvijaju samo kombinatorne vjesˇtine i percepciju prostora,
vec´ na eksplicitnom primjeru jasno vide kako cˇinjenica da dva lika imaju istu povrsˇinu ne
povlacˇi nuzˇno da su oni sukladni, sˇto je cˇesta miskoncepcija kod ucˇenika. Prednost apleta
u GeoGebri, naspram standardnog tangrama od kolazˇ-papira ili drvenih plocˇica, izmedu
ostaloga lezˇi i u moguc´nosti da se pomoc´u alata za stvaranje trokuta istovremeno pred
ucˇenikom nalaze svi likovi koje je trebao sastaviti (kod standardnog tangrama materijala
ima iskljucˇivo za slaganje jednog po jednog lika).
Tangram je vrlo zahvalan nastavni materijal jer daje moguc´nost prilagodavanja zada-
taka ucˇenicima razlicˇitih stupnjeva matematicˇkih sposobnosti. I ovaj se zadatak mozˇe pri-
lagoditi ovisno o potrebama i uspjesˇnosti ucˇenika. Nesˇto slozˇeniji zadatak je onaj u kojem
bi ucˇenicima na raspolaganju uz navedene trokute bili i kvadrat te paralelogram, a naj-
slozˇeniji zadatak je onaj u kojem ucˇenici trebaju koristiti svih sedam dijelova tangrama
kako bi dobili trazˇene likove i odredili im povrsˇine - on je namijenjen ucˇenicima visokih
matematicˇkih sposobnosti i mozˇe se primijeniti na dodatnoj nastavi.
Na nastavnim satima treba uzeti u obzir da povec´avanje broja dijelova od kojih se oblici
sastavljaju zamjetno povec´ava i vrijeme potrebno za rjesˇavanje zadatka pa mozˇda ne bi bilo
losˇe pri povec´avanju broja dijelova tangrama podijeliti ucˇenike u grupe tako da je svaki
ucˇenik u grupi zaduzˇen za slaganje jednoga geometrijskog lika. Ponovno c´e cijela grupa
pred sobom imati sva cˇetiri lika istih povrsˇina te se zakljucˇak mozˇe izvesti na analogan
nacˇin kao u najjednostavnijem slucˇaju.
Cˇetvrti zadatak (Slika 1.8) od ucˇenika trazˇi da sastave barem cˇetiri razlicˇita lika kojima
je povrsˇina 8P i odrede im opsege. Sada ucˇenici mogu koristiti sve dijelove tangrama i
proizvoditi ih pomoc´u alata prikazanih u alatnoj traci. Takoder, nema ogranicˇenja na broj
dijelova iste vrste koji se smiju upotrijebiti i jasno je da se radi o zadatku otvorenog tipa
gdje c´e ucˇenici ”pustiti masˇti na volju” i modelirati problem izradom razlicˇitih likova ra-
zvijajuc´i pritom vlastitu kreativnost.
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Slika 1.8: Tangram, 4. zadatak
Ono sˇto c´e svim likovima nastalima u razredu biti zajednicˇko jest da im je povrsˇina
8P, ali opsezi likova nerijetko c´e se dramaticˇno razlikovati. Ovo je zadatak koji pomazˇe
pri ostvarivanju cˇak dva istaknuta ishoda navedena na pocˇetku odjeljka; ucˇenici uocˇavaju
da likovi istih povrsˇina mogu imati razlicˇite opsege te odreduju povrsˇinu i opseg oblika
koji se sastoji od osnovnih geometrijskih likova. Drugim rijecˇima, ucˇenici odreduju opseg
i povrsˇinu razumijevajuc´i ideju i znacˇenje tih pojmova, a ne slijepo uvrsˇtavajuc´i brojeve u
formulu.
U ovom je zadatku prednost GeoGebre, dakako uz moguc´nost jednostavnog stvaranja
neogranicˇenog broja osnovnih geometrijskih likova, korisˇtenje alata Duljina ili udaljenost
pri mjerenju duljina stranica, cˇime se ucˇenicima omoguc´ava koncentriranje na kljucˇne as-
pekte aktivnosti, umjesto na dugotrajno mjerenje duljina stranica pomoc´u ravnala. Ukoliko
ucˇitelji imaju dovoljno vremena, svakako bi bilo dobro da pruzˇe ucˇenicima i priliku za ra-
zvijanje vjesˇtine mjerenja, ali u situaciji gdje se nec´e trebati koncentrirati na niz novih
intelektualnih podrazˇaja i donosˇenje vrijednih matematicˇkih zakljucˇaka.
Posljednji aplet (Slika 1.9) sadrzˇi klasicˇne tangram slagalice u kojima je cilj pomoc´u
svih sedam dijelova tangrama sastaviti lik cˇiji je obris dan na slici. U ovom je primjeru
dodatno ukljucˇen zaporni sat te se obris lika koji treba slozˇiti javlja tek prilikom pritiska
tipke ”Play” i pokretanja zapornoga sata. Ucˇenici translacijom i rotacijom dijelova tan-
grama popunjavaju obris te pritiskom tipke ”Pause” zaustavljaju zaporni sat. Na taj je
nacˇin omoguc´eno pozitivno natjecanje medu ucˇenicima, a kako bi se sprijecˇilo varanje,
prilikom pritiska tipke ”Pause” nestaje obris lika kako ucˇenici ne bi mogli slagati lik dok
vrijeme ne tecˇe. Ponovno, uz razvoj kombinatornih vjesˇtina, razvijaju se i one povezane
s geometrijom kao sˇto je odredivanje opsega i povrsˇine lika bez formule, pri cˇemu c´e josˇ
jednom utvrditi da likovi istih povrsˇina mogu imati razlicˇite opsege.
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Slika 1.9: Tangram, slaganje likova
U prvome zadatku ucˇenici trebaju slozˇiti lik macˇke, dok u drugome zadatku trebaju za-
misliti da su na mjestu kineskoga sluge koji je nosio keramicˇku plocˇicu caru te ju slucˇajno
razbio; njihov je zadatak ponovno slozˇiti plocˇicu oblika kvadrata. Za razliku od prethodnog
zadatka, ovdje ucˇenici mogu okrenuti paralelogram na drugu stranu pritiskom na crvenu
tocˇku koja pripada jednoj njegovoj stranici. Kod drugih likova zbog simetrije nema potrebe
za ponudom iste opcije.
Odbrojavanje vremena ima josˇ jednu ulogu uz cˇisto pruzˇanje moguc´nosti za rangiranje
ucˇenika prema brzini rjesˇavanja zadatka: po isteku pet minuta u prvome zadatku, a deset u
drugome, na ekranu se javlja potvrdni okvir koji nudi uputu za rjesˇavanje slagalice. Uko-
liko ucˇenici pritiskom misˇa potvrde kako zˇele da se pokazˇe uputa, unutar obrisa lika koji
treba slozˇiti prikazuju se isprekidane linije cˇime je lik podijeljen na podrucˇja koja prekri-
vaju osnovni dijelovi tangrama.
Nakon sˇto je jednom u GeoGebri napravljena osnova za igru, nove je oblike jednos-
tavno dodavati i na taj nacˇin povec´avati riznicu zadataka. Ideje za oblike lako je pronac´i na
internetu, a toliko je razlicˇitih da svaki ucˇenik u razredu bez ikakvog problema mozˇe dobiti
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drugacˇiju sliku koju treba sastaviti. Pri odabiru i podjeli zadataka ponovno treba prilago-
diti broj dijelova tangrama, a time i slozˇenost zadatka, sposobnostima ucˇenika. Na Vecˇeri
matematike [?] tangram je dio ”stalne postave”, s time da predlozˇeni oblici za slaganje nisu
likovi kuc´anskih predmeta ili zˇivotinja, vec´ znamenke. Tangram mozˇe biti izazovan i sta-
rijim ucˇenicima ako im se zada da, recimo, odrede koliko postoji konveksnih mnogokuta
sastavljenih od svih sedam dijelova tangrama.
Izrada apleta
Kako su svi prikazani apleti namijenjeni tome da ih ucˇenici koriste bilo samostalno na
vlastitim uredajima, bilo na interaktivnoj plocˇi, pri izradi treba voditi racˇuna o tome da
korisnicˇko sucˇelje bude maksimalno pojednostavljeno za korisˇtenje. Kao sˇto se moglo pri-
mijetiti na slikama, alatna traka ne izgleda u svim apletima jednako, a pogotovo se uocˇava
razlika u odnosu na standardnu alatnu traku GeoGebre. Na primjer, u cˇetvrtome zadatku u
alatnoj se traci (Slika 1.8) nalazi svega sedam alata, od cˇega ih pet (alati za izradu osnovnih
elemenata tangrama) nije u originalnoj alatnoj traci. U nastavku je objasˇnjeno kako se to
mozˇe postic´i.
Premda upoznavanje GeoGebre najcˇesˇc´e zapocˇinje konstruiranjem okomica, paralela
i raznih geometrijskih likova pomoc´u alata koji dolaze s programom, smisao tangrama
nije u stvaranju njegovih dijelova, vec´ u rukovanju tim dijelovima. Upravo iz tog razloga
ucˇenicima treba omoguc´iti korisˇtenje alata kojima se dobivaju vec´ gotovi elementi tan-
grama; zadatak je autora apleta postic´i da ti elementi budu ispravnih dimenzija te da se
njima intuitivno mozˇe manipulirati (pomicati ih i rotirati). Cˇinjenica da takvi konkretni
alati ne postoje u programu nije nepremostivi problem, jedna od korisnih moguc´nosti Ge-
oGebre upravo je izrada vlastitih alata.
Za izradu alata kojime se stvara jednakokracˇni pravokutan trokut zadane duljine katete,
prvo je potrebno taj trokut vlastorucˇno konstruirati i urediti prema zˇelji (odabrati boju,
prozirnost i slicˇno pomoc´u dijalosˇkog okvira Svojstva objekta). Sljedec´i je korak u traci
za izbornike odabrati karticu Alati te u padajuc´em izborniku odabrati opciju Izrada novog
alata (Slika 1.10 lijevo).
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Slika 1.10: Izrada novoga alata
Tada se otvara dijalosˇki okvir Izrada novog alata prikazan na Slici 1.10 desno u ko-
jemu se mogu odabrati izlazni objekti (u ovom slucˇaju to su konstruirani pravokutni trokut
i jedan njegov vrh pomoc´u kojega se trokut mozˇe rotirati), ulazni objekti (elementi koji
odreduju izlazni objekt, ovdje je to samo tocˇka u kojoj je smjesˇten jedan vrh trokuta) te
naziv i ikona cˇime se alat mozˇe ucˇiniti prepoznatljivim na prvi pogled (umjesto korisˇtenja
genericˇke ikone mozˇe se staviti slika trokuta koji se njime dobiva). Pritiskom tipke ”Kraj”
na dnu kartice Naziv i ikona napravljen je novi alat i dodan na kraj postojec´e alatne trake.
Na analogan se nacˇin mogu napraviti alati kojima se konstruiraju i preostali elementi
tangrama. Svi c´e biti stavljeni u zajednicˇku skupinu alata na kraju alatne trake tako da
posljednji alat koji je napravljen bude prikazan u traci, a do ostalih se dolazi pomoc´u pa-
dajuc´eg izbornika kao i kod ostalih skupina alata. Takvo je sucˇelje ucˇenicima neprakticˇno
i zbunjujuc´e jer nudi velik broj alata, a oni koji im trebaju nisu na prvi pogled vidljivi.
No, suvisˇne je alate moguc´e sakriti, a potrebne razdvojiti da ne budu svi u jednoj skupini
odabirom opcije Prilagodba alatne trake u izborniku Alati (Slika 1.10 lijevo).
Dijalosˇki okvir Prilagodba alatne trake (Slika 1.11) sastoji se od dva popisa pri cˇemu
su u lijevome prikazani alati koji su prikazani u alatnoj traci, a desno oni koji nisu. Alati
se premjesˇtaju s jednoga popisa na drugi pomoc´u tipki ”Umetni” i ”Ukloni” smjesˇtenih
izmedu njih, a alati koji preostaju na alatnoj traci mogu se poredati po zˇeljenom redoslijedu
pomoc´u tipki ”Gore” i ”Dolje”. Postoji i opcija povratka izvorne alatne trake. Odabirom
i uredivanjem rasporeda alata, alatna je traka ucˇinjena preglednijom i pristupacˇnijom kraj-
njim korisnicima, odnosno, ucˇenicima i ucˇiteljima.
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Slika 1.11: Prilagodba alatne trake
Josˇ jedna zanimljiva opcija koja je ovdje korisˇtena, a ima sˇiroku primjenu u GeoGe-
bra apletima namijenjenima radu u razredu jest izrada zapornoga sata, odnosno, sˇtoperice
ili ’timera’. Vrlo jednostavan nacˇin izrade zapornoga sata koji mjeri vrijeme do jednoga
sata jest umetanje klizacˇa kojemu je minimum postavljen na 0, maksimum na 3600, korak
povec´anja na 1, a ponavljanje na rastuc´e (jednom). Jasno je da animiranjem klizacˇa njegova
vrijednost raste od 0 do 3600, samo je pitanje brzine kojom to cˇini. Cilj je da potrebno vri-
jeme iznosi tocˇno jedan sat. Eksperimentalnim je putem dobiven rezultat da brzina klizacˇa
treba iznositi 14/3600, sˇto se takoder unosi prilikom definiranja klizacˇa. Nazove li se vri-
jednost klizacˇa v, tada se mozˇe izraditi zaporni sat koji vrijeme prikazuje u obliku minute
: sekunde tako da se koristec´i naredbe definiraju brojevi sekunde=OstatakDijeljenja(v,60)
i minute=CjelobrojnoDijeljenje(v,60), a zatim prikazˇe tekst u kojemu su minute i sekunde
uneseni kao objekti (a oni se ocˇito mijenjaju kako se mijenja vrijednost klizacˇa). Potrebno
je josˇ samo izraditi tipke za pokretanje i zaustavljanje sata: umetnu se gumbi kojima se
kao naredbe u karticu Skriptiranje pod opciju Na klik upisˇu Animiraj(v), odnosno Animi-
raj(v,false). Ukoliko se zaporni sat zˇeli istovremeno zaustaviti i vratiti na pocˇetak, potrebno
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je josˇ dodati naredbu PostaviVrijednost(v,0) koja prvoj upisanoj varijabli pridruzˇuje vrijed-
nost druge. Naravno, animacije se mogu pokretati i pritiskom na tekst (kao sˇto je u ovom
primjeru, tipka ”Play” zapravo je simbol umetnut kao tekst) ili bilo koji drugi objekt.
Takav je nacˇin izrade zapornoga sata brz i dovoljno tocˇan za osnovne potrebe rjesˇavanja
zadataka, no problem lezˇi u tome sˇto brzina klizacˇa zna fluktuirati u ovisnosti o drugim pro-
cesima koje provodi racˇunalo. Na primjer, brzina 14/3600 nec´e nuzˇno znacˇiti da c´e klizacˇ
proc´i sve vrijenosti od 0 do 3600 za jedan sat ako je na racˇunalu usporedno GeoGebri po-
krenut film, vec´ c´e klizacˇ malo usporiti. Razlika najvjerojatnije nec´e biti zamjetna, ali za
bilo kakve preciznije potrebe mozˇe se izraditi zaporni sat koji ne ovisi o brzini klizacˇa i to
koristec´i naredbu VrijemeSada(), sˇto je naredba koja pozivajuc´i se na vrijeme na racˇunalu
vrac´a listu od deset elemenata i to redom milisekunde, sekunde, minute, sate (0-23), dan u
mjesecu, mjesec, godina, mjesec kao tekst, dan u tjednu i redni broj dana u tekuc´em tjednu
brojec´i nedjelju kao prvi dan tjedna (Slika 1.12).
Slika 1.12: Liste koje se dobivaju naredbom VrijemeSada()
Za dobivanje zapornoga sata potrebno je unijeti u GeoGebru dvije liste dobivene nared-
bama VrijemeSada() i klizacˇ cˇije krajnje vrijednosti nisu od presudnog znacˇaja, vazˇno je
samo da kao ponavljanje bude odabrana opcija naizmjence; neka je nazvan v kao u prethod-
nom primjeru. Pritiskom tipke kojom se pokrec´e zaporni sat objema listama pridruzˇuje se
trenutno vrijeme pomoc´u ranije spomenute naredbe, npr. PostaviVrijednost(Lista1, Vrije-
meSada()) te se animira klizacˇ v, sˇto se sve unosi u obliku naredbi u kartici Skriptiranje. U
kartici Skriptiranje pri azˇuriranju klizacˇa v treba upisati naredbu PostaviVrijednost(Lista1,
VrijemeSada()), cˇime se postizˇe da je pokretanjem zapornoga sata Lista2 azˇurirana samo
jednom i ona efektivno pokazuje trenutak u kojem je sat pokrenut, dok se Lista1 azˇurira
neprestano dok je klizacˇ v animiran. Proteklo vrijeme mozˇe se odrediti promatranjem raz-
like izmedu tih dviju lista.
Kao sˇto je vec´ napomenuto, i opcija stvaranja vlastitih alata i moguc´nost mjerenja pro-
tjecanja vremena mogu se upotrijebiti u mnogo razlicˇitih situacija, tangram je bio samo
jedan primjer. Zaporni sat, primjerice, pruzˇa moguc´nost postavljanja uvjeta za prikazivanje
objekata (korisˇtena je prilikom ponude uputa za rjesˇenje posljednjih zadataka - javljaju se
tek nakon sˇto je proteklo vrijeme koje je ucˇitelj odredio prikladnim), a takoder se mozˇe kod
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jednostavnijih i krac´ih primjera i podrucˇja gdje je cilj automatizacija postupaka (npr. zbra-
janje ili mnozˇenje cijelih brojeva) postaviti brojacˇ tocˇno rijesˇenih zadataka u odredenom
vremenu. U sljedec´em je odjeljku na primjeru cjeline iz sedmoga razreda predstavljen
nacˇin provjere tocˇnosti upisanoga rjesˇenja i izrade takvoga brojacˇa.
1.3 Jednadzˇba pravca, 7. razred
Posljednja cjelina prema trenutno vazˇec´em nastavnom planu i programu za sedmi raz-
red jest Linearna funkcija. Prvi se put ucˇenici na nastavi matematike susrec´u s pojmom
funkcije te analiziraju linearnu funkciju zadanu tablicˇno ili graficˇki. Naglasak u cjelini
stavlja se na graf linearne funkcije - ucˇenici u koordinatnom sustavu u ravnini prika-
zuju pravac zadan eksplicitnom ili implicitnom jednadzˇbom, provjeravaju pripadnost tocˇke
pravcu, iz graficˇkog prikaza ili dviju zadanih tocˇaka odreduju jednadzˇbu pravca, analiziraju
medusoban polozˇaj pravaca i koriste kriterij usporednosti dvaju pravaca.
Iako se navedeni postupci ucˇenicima mogu doimati lako razumljivima, jasnima, pa
cˇak i trivijalnima, posebice u usporedbi s rjesˇavanjem problemskih zadataka iz istog po-
drucˇja, ipak ih je potrebno uvjezˇbati kako bi ih provodili brzo, sigurno i efikasno. Kako
to obicˇno biva u procesu ucˇenja matematike, ucˇenicima nema druge nego da za domac´u
zadac´u rjesˇavaju zadatke. Domac´a zadac´a dacima ni inacˇe nije omiljeni nacˇin provodenja
vremena izvan sˇkolskih klupa, a pogotovo ne na samome kraju sˇkolske godine kad se ljeto
vec´ nazire. Postoji li nacˇin na koji se rjesˇavanje domac´e zadac´e mozˇe ucˇiniti barem malo
primamljivije ucˇenicima?
GeoGebra ponovno priskacˇe u pomoc´: ucˇenici mogu zadac´u rjesˇavati i predati putem
interneta. Jasno, ucˇitelj prvo treba ispitati imaju li svi ucˇenici u razredu pristup racˇunalu
s internetskom vezom (sˇto je danas u vec´ini slucˇajeva tako) te ako nemaju osigurati nacˇin
na koji zadac´u ipak mogu rijesˇiti, mozˇda korisˇtenjem racˇunala u sˇkolskoj knjizˇnici ili in-
formaticˇkoj ucˇionici. Ucˇenici su u visˇim razredima osnovne sˇkole, a pogotovo u srednjoj
sˇkoli, vjesˇti u radu na racˇunalu te im najvjerojatnije nec´e trebati posebne upute uz one koje
su navedene u nastavku ovoga odjeljka, ali naravno da prvih par puta ucˇitelj treba biti na
raspolaganju za sva eventualna pitanja i nedoumice koje ucˇenici mogu imati. Takoder, ovo
je izvrstan trenutak za ostvarivanje korelacije s Informatikom i diskutiranje o sigurnosti na
internetu.
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Virtualna ucˇionica: formiranje grupe, izrada i vrednovanje zadataka
Prvi korak ucˇitelja pri zadavanju domac´e zadac´e u GeoGebri jest prijava na GeoGebrinu
internetsku stranicu [?] i formiranje GeoGebra grupe, odnosno, virtualnog razreda. Uko-
liko se stranica otvori na engleskom jeziku, jezik stranice mozˇe se postaviti na hrvatski
pritiskom misˇa na tekst ”Language” u donjem lijevom kutu ekrana (Slika 1.13 prikazuje
stranicu nakon promjene jezika u hrvatski). U desnom kutu ekrana nalazi se tipka za pri-
javu cˇijim se pritiskom otvara okvir prikazan na Slici 1.13.
Slika 1.13: Prijava na internetsku stranicu
Ukoliko je racˇun ranije izraden, dovoljno je upisati korisnicˇko ime i lozinku, dok je
prilikom prve prijave potrebno odabrati opciju ”Izradi racˇun” u donjem desnom dijelu ok-
vira. Isto c´e trebati napraviti i ucˇenici prilikom prvoga korisˇtenja. Prilikom izrade racˇuna
potrebno je upisati adresu elektronicˇke posˇte, zˇeljeno korisnicˇko ime i lozinku. Iako ko-
risnicˇka imena ucˇenika ne moraju biti njihova puna imena i prezimena, ucˇitelj mora znati
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korisnicˇka imena svih ucˇenika kako bi im mogao vrednovati uratke.
Slika 1.14: Izrada ili prikljucˇivanje grupi
Nakon uspjesˇne prijave u sustav, u izborniku na lijevoj strani ekrana (zatamnjen na
Slici 1.13) treba odabrati opciju Grupe. Otvara se dijalosˇki okvir prikazan na Slici 1.14
u kojemu su ponudene tri opcije - prijava u grupu upisivanjem lozinke, izrada grupe ili
pregledavanje grupa u kojima se cˇlan vec´ nalazi odabirom opcije Moje grupe. Odabirom
opcije Izradi grupu ucˇitelj formira virtualni razred - upisuje naziv i kratki opis grupe (npr.
7. razred) te daje dozvole za postavljanje materijala i poruka. U suradnicˇkim skupinama
korisno je da svi cˇlanovi mogu postavljati materijale, ali u tipicˇnim sˇkolskim situacijama
najbolje je odabrati opciju samo vlasnici jer je ucˇitelj taj koji c´e postavljati zadatke. Po for-
miranju grupe, na ekranu se pojavljuje zaporka grupe sastavljena od pet znakova - velikih
tiskanih slova i znamenaka; nju ucˇitelj treba dati svim ucˇenicima kako bi se prikljucˇili vir-
tualnom razredu. Naime, oni prilikom prve prijave u predvideno polje prikazano na Slici
1.14 upisuju dobivenu zaporku, nakon cˇega im se virtualni razred pojavljuje u kategoriji
Moje grupe jer su postali njezinim cˇlanom.
Slika 1.15 prikazuje objave oformljene grupe 7. razred. Kao sˇto je na toj slici moguc´e
uocˇiti, ispod naziva grupe postoje josˇ tri opcije - odabirom opcije Cˇlanovi prikazuje se
popis svih cˇlanova grupe uz navodenje njihovih ovlasti i datuma pridruzˇivanja, a opcija
Materijali prikazuje popis svih materijala koji su u grupi objavljeni. Posljednja opcija jest
Vrednovanje, to je opcija koju imaju samo vlasnici grupe, dok ostali cˇlanovi (tj. ucˇenici)
umjesto Vrednovanja imaju opciju Zadatci. One c´e biti detaljno pojasˇnjene u nastavku.
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Slika 1.15: Grupa 7. razred
Vrlo korisna opcija jest i Pogledaj kao cˇlan koja se javlja pritiskom na izbornik u desnom
gornjem kutu ekrana. Potvrdivanjem te opcije ucˇitelj ima priliku iskusiti grupu iz perspek-
tive ucˇenika.
Nakon sˇto je grupa formirana, ucˇitelj treba kreirati domac´u zadac´u sˇto cˇini tako da
odabere Izradi zadatak (gore lijevo na Slici 1.15). Otvara se okvir u koji treba upisati na-
ziv zadatka, ispod cˇega je predviden prostor za unosˇenje uputa za rjesˇavanje (koje mogu
ukljucˇivati bodovnu skalu ili bilo koje informacije sˇto ih ucˇitelj smatra relevantnima) te
roka predaje (Slika 1.16). Konacˇno, u izborniku treba odabrati vrstu materijala (”Dodaj
materijal”) od koje se zadatak sastoji. Dozvoljeno je dodati proizvoljan broj materijala iste
ili razlicˇite vrste. Odabirom opcije Izradi radni list javlja se novi niz moguc´nosti; mogu se
umetnuti tekstovi, slike, video dokumenti, internetske poveznice, pdf datoteke, GeoGebra
apleti ili pitanja.
Pitanja mogu biti otvorenoga tipa ili visˇestrukoga izbora, pri cˇemu pri stvaranju pi-
tanja visˇestrukoga izbora ucˇitelj mozˇe dodavati broj ponudenih odgovora po zˇelji. Ti
odgovori se svakom ucˇeniku pojavljuju u nasumicˇnom redoslijedu (to jest, nec´e svima
tocˇan odgovor biti na istom mjestu). Takoder, naznacˇavanje tocˇnih odgovora u za to
predvidenim ”kuc´icama” lijevo od odgovora olaksˇava ispravljanje jer c´e ucˇenicˇka rjesˇenja
biti ispravljena automatski nakon sˇto predaju zadac´u. Ucˇitelj tekst zadatka mozˇe upisati
pomoc´u takozvanog Matematicˇkog unosa sˇto znacˇi da je moguc´e unijeti sve matematicˇke
objekte (formule, simbole i slicˇno) na nacˇin slicˇan unosˇenju u primjerice Microsoft Office
Wordu, ali uz povec´an broj opcija. Prilikom umetanja apleta napravljenoga na racˇunalu ili
pronadenoga medu objavljenim GeoGebra materijalima, ucˇitelj mozˇe medu naprednim op-
cijama specificirati dimenzije cˇuvajuc´i proporcije, mozˇe omoguc´iti zumiranje, povlacˇenje
prikaza ili oznaka i dozvoliti prikaz ikone za resetiranje konstrukcije te traku izbornika,
alatnu traku, traku za unos i traku stilova. Nakon sˇto ucˇitelj doda sve materijale koje je na-
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mjeravao dodati i poslozˇi ih po zˇeljenom redoslijedu metodom povuci i pusti, pritiskom na
tipku ”Objavi” u desnom kutu napravljeni zadatak postaje dostupan svim cˇlanovima grupe.
Slika 1.16: Izrada zadatka
Ukoliko ucˇitelj ne zˇeli da ucˇenici vide zadatak, pritiskom na simbol otvorenoga oka u
gornjem desnom kutu mijenja ga u zatvoreno. Objave koje su oznacˇene simbolom zatvore-
noga oka ucˇenici ne vide. Odmah uz simbol oka nalazi se izbornik pritiskom na koji ucˇitelj
mozˇe odabrati urediti, arhivirati ili izbrisati objavu.
Ucˇenicima je dobro preporucˇiti da prvo procˇitaju uputu, a tek tada odabirom opcije
Zadatci i pritiskom misˇa na zadatak (u ovom slucˇaju ”Jednadzˇba pravca”, nakon cˇega tre-
baju odabrati kojoj c´e skupinu prvoj pristupiti) pocˇnu s rjesˇavanjem (Slika 1.17). Uz natpis
Popis zadataka nalazi se simbol prazne biljezˇnice. Pritiskom na taj simbol ucˇeniku se
prikazuju samo oni zadatci koje josˇ nije rijesˇio i predao, inacˇe su prikazani svi zadatci.
Ukoliko imaju potesˇkoc´a s nekim zadatkom ili zˇele nesˇto porucˇiti ucˇitelju, predviden je
prostor ispod svakog zadatka za upisivanje komentara. Simbol prazne biljezˇnice u retku sa
zadatkom oznacˇava da ga ucˇenik josˇ nije pocˇeo rjesˇavati, biljezˇnica na kojoj se vide crte
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znacˇi da je zadatak otvoren i da ga je ucˇenik zapocˇeo rjesˇavati, ali nije predao, dok kvacˇica
na biljezˇnici oznacˇava predan zadatak.
Slika 1.17: Ucˇenicˇka perspektiva
Nakon sˇto ucˇenici rijesˇe domac´u zadac´u, ucˇiteljev je zadatak tu zadac´u pregledati i
vrednovati, sˇto cˇini odabirom vec´ spomenute opcije Vrednovanje cˇime se javlja imenik s
ucˇenicˇkim zadac´ama. Kako nisam imala priliku zadati ucˇenicima sedmoga razreda ovaj
zadatak, Slika 1.18 prikazuje vrednovanje zadataka koje sam davala za domac´u zadac´u
ucˇenicima drugoga razreda opc´e gimnazije tijekom ovoga polugodisˇta. Izdvojila sam samo
dio ucˇenika i obrisala njihova korisnicˇka imena zbog zasˇtite identiteta. Kao sˇto se mozˇe
vidjeti u imeniku u gornjem dijelu slike, postoji visˇe razlicˇitih oznaka istoga znacˇenja kao
i u ucˇenicˇkoj perspektivi. Konkretno, promotre li se dva lijeva stupca sˇto je bila posljednja
zadac´a gdje je u prvome zadatku trebalo odrediti pet eksponencijalnih funkcija koje su
zadane graficˇki, a u drugome pet logaritamskih, mozˇe se uocˇiti da u tom trenutku ucˇenik 8
rjesˇava zadatak s eksponencijalnim funkcijama, dok logaritamske josˇ nije otvorio, a ucˇenik
6 je predao oba zadatka, pri cˇemu sam mu onaj s eksponencijalnim funkcijama pregledala,
a onaj s logaritamskima nisam. Takoder, napomenom ”zakasˇnjelo” istaknuti su radovi
koji su predani nakon isteka postavljenog roka. Odabirom filtra u gornjem lijevom dijelu
ekrana mogu se prikazivati samo zadatci odredenoga stupnja rijesˇenosti (npr. samo predani
nepregledani radovi).
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Slika 1.18: Vrednovanje ucˇenicˇkih radova
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Donji dio Slike 1.18 prikazuje ekran za vrijeme vrednovanja predanoga zadatka, kon-
kretno zadatka korisnika nazvanoga ucˇenik, s logaritamskim funkcijama. Na vrhu ekrana
nalazi se oznaka 2/2, sˇto znacˇi da se trenutno pregledava drugi od dva zadatka iz te domac´e
zadac´e te se pomoc´u strelica lako mozˇe prijec´i na prethodni ili sljedec´i zadatak tog ucˇenika.
Pritiskom na strelicu uz ime ucˇenika prelazi se na prethodnog ili sljedec´eg ucˇenika u ime-
niku. Ispod predanoga zadatka nalaze se dvije tipke; ukoliko ucˇitelj rjesˇenje ne smatra
zadovoljavajuc´im, pritiskom na ”Nezavrsˇeno” ucˇeniku se zadatak ponovno otvara te ga
treba rijesˇiti ispocˇetka. Jasno da je u takvim situacijama uputno u komentaru napomenuti
ucˇeniku sˇto bi i kako trebao napraviti drugacˇije. Ukoliko je zadatak rijesˇen, ucˇitelj pritisˇc´e
tipku ”Zavrsˇeno”.
Jednadzˇba pravca - domac´a zadac´a
Nakon sˇto je tehnicˇka pozadina zadavanja i vrednovanja zadataka u GeoGebra virtualnim
ucˇionicama detaljno pojasˇnjena, treba se vratiti na ono najvazˇnije, a to je sam sadrzˇaj za-
dataka i ishodi koji se njihovim rjesˇavanjem postizˇu. Slaganje domac´e zadac´e u ovakvom
okruzˇenju prirodno navodi ucˇitelja na kombiniranje razlicˇitih tipova zadataka, sˇto je rela-
tivno rijetka praksa u sˇkolama. Ucˇenici se cˇesto tek na Drzˇavnoj maturi prvi put susrec´u s
matematicˇkim zadatcima s visˇestrukim izborom, sˇto nije dobro jer takva pitanja, mada se
ucˇiteljima cˇesto cˇine prelaganima, trazˇe drugacˇiji pristup pri rjesˇavanju i mogu ispitivati ra-
zumijevanje sadrzˇaja kakvo se klasicˇnim zadatcima tesˇko provjerava. Kako je u GeoGebri
unosˇenje takvih pitanja prakticˇno, a ispravljanje za ucˇitelja besplatno (GeoGebra ispravlja
sama), nema razloga da se i oni ne ukljucˇe u domac´u zadac´u.
U prvome se zadatku (Slika 1.19) od ucˇenika trazˇi da medu ponudenim tocˇkama oda-
beru onu koja pripada pravcu zadanom eksplicitnom jednadzˇbom. Iako je u ovome zadatku
insinuirano da se radi o samo jednoj takvoj tocˇki, pitanja visˇestrukog izbora u GeoGebri
dozvoljavaju visˇe tocˇnih odgovora pa ucˇenici za svaku tocˇku trebaju provjeriti pripada li
danom pravcu. Prvi zadatak ispituje ishod koji je u Prijedlogu kurikuluma [?] svrstan u is-
hode zadovoljavajuc´e, dakle, najnizˇe razine. Sljedec´i zadatak trazˇi od ucˇenika da procijene
je li navedena tvrdnja ispravna ili nije, a radi se o pravcu paralelnom x-osi. Jednadzˇbe pra-
vaca paralelnih koordinatnim osima tradicionalno zadaju ucˇenicima glavobolju i s njima
se ne snalaze najbolje cˇak ni u srednjoj sˇkoli. Upravo zato nije losˇe stavljati zadatke poput
ovoga, kako bi se ucˇenici koncentrirali na jednadzˇbu i pazˇljivo razmislili o odgovoru.
Trec´i i cˇetvrti zadatak (Slika 1.19) GeoGebra naziva zadatcima otvorenog tipa pa su
zato tako nazivani i ranije prilikom opisa izrade, kako bi bilo jasno na koju se opciju misli.
No, radi se zapravo o zadatcima kratkoga odgovora, a buduc´i je taj odgovor jasno odreden
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Slika 1.19: Jednadzˇba pravca, 1.-4. zadatak s rjesˇenjima
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uvjetima zadatka, i trec´i i cˇetvrti zadatak ulaze u kategoriju pitanja zatvorenoga tipa. Trec´i
je zadatak teorijski, sˇto je josˇ jedna vrsta zadataka koja se masovno izbjegava u hrvatskim
sˇkolama; najcˇesˇc´e se ispitima provjerava samo sposobnost primjene u zadatcima. Iako
je takav teorijski zadatak ovdje iskljucˇivo u funkciji ispitivanja cˇinjenicˇnoga znanja (od
ucˇenika se trazˇi da znaju imenovati odsjecˇak na y-osi), nema ogranicˇenja na duljinu odgo-
vora koji ucˇenici smiju upisati u predvideno polje. Prema tome, ucˇitelji slobodno mogu
postaviti pitanje za promisˇljanje koje mozˇda potakne diskusiju medu ucˇenicima u razredu.
To je, dodusˇe, primjerenije ucˇenicima srednjih sˇkola. Takoder, podrzˇana su i pitanja otvo-
renoga tipa - samo sˇto je takva pitanja zahtjevnije vrednovati.
Cˇetvrti je zadatak slozˇeniji, pa iz tog razloga i nosi jedan bod visˇe od prethodnih (raspo-
djela bodova i bodovna lista dane su u uputama zadac´e prikazanima na Slici 1.16). Radi se
o zadatku u kojem treba odrediti jednadzˇbu pravca koji prolazi zadanom tocˇkom i paralelan
je pravcu prikazanome u koordinatnom sustavu. Ucˇenik prije svega treba znati interpreti-
rati kriterij paralelnosti, zatim treba moc´i odrediti koeficijent smjera iz grafa po moguc´nosti
bez odredivanja jednadzˇbe pravca koristec´i dvije tocˇke, nego ”koracˇaj pa skocˇi” pristupom.
Tek tada treba odrediti preostalu nepoznanicu (odsjecˇak na osi y) upotrebljavajuc´i znanje
koje se ispitivalo u prvome zadatku - ako pravac prolazi nekom tocˇkom, onda ona zadovo-
ljava njegovu jednadzˇbu. Ucˇeniku treba priznati rjesˇenje i ako ga upisˇe putem tipkovnice,
ne koristec´i moguc´nost Matematicˇkog upisa (za to bi trebao odabrati simbol fx lijevo od
polja za upis rjesˇenja).
Konacˇno se dolazi do petoga zadatka (Slika 1.20) u kojemu ucˇenici trebaju odrediti jed-
nadzˇbu pravca prikazanoga u Kartezijevom koordinatnom sustavu u ravnini. Njega ucˇenici
odabiru ili pritiskom na strelicu koja pokazuje udesno na vrhu stranice ili povratkom na
Popis zadataka i odabirom zˇeljenoga zadataka. Ucˇenici u predvideno polje na ekranu do-
punjavaju jednadzˇbu (trebaju odrediti cˇemu je jednak y, dakle, zapravo iskazuju eksplicitnu
jednadzˇbu pravca). Nakon sˇto upisˇu rjesˇenje, pritiskom tipke ”potvrdi” aplet provjerava je
li upisano rjesˇenje tocˇno. Ako je, ucˇenik dobiva jedan bod, a ako nije, prelazi se na sljedec´i
zadatak s istim brojem bodova koje je ucˇenik do tada osvojio. Nakon sˇto odredi jednadzˇbu
i petoga pravca, na mjestu gumba ”potvrdi” nalazi se gumb ”zavrsˇi” pritiskom na koji nes-
taje prikaz pravca i ostaje samo ostvareni rezultat (slicˇno kao kod ucˇenika na Slici 1.18).
Ukoliko je ucˇenik nezadovoljan rezultatom, pritiskom tipke ”Pokreni ponovno” mozˇe
pokrenuti zadatak ispocˇetka. Kako GeoGebra aplet automatski ispravlja zadatke, ucˇenik
tijekom rjesˇavanja u svakom trenutku zna koliko bodova ima i koji je zadatak krivo rijesˇio;
ne mora cˇekati do kraja da bi pokrenuo aplet ispocˇetka. Kad je konacˇno zadovoljan postig-
nutim, pritiskom tipke ”Predaj” na dnu ekrana daje svoj uradak ucˇitelju na pregled. Ucˇitelja
ne cˇeka zahtjevan posao - samo treba pogledati koliko je bodova ucˇenik prikupio i pridodati
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Slika 1.20: Jednadzˇba pravca, 5. zadatak
te bodove onima iz prva cˇetiri zadatka. Nakon sˇto jednom napravi aplet, posao je ucˇitelja
uvelike olaksˇan, sˇto je definitivno veliki poticaj za korisˇtenje GeoGebre.
Prednost GeoGebre nije samo u jednostavnosti ispravljanja i trenutnoj povratnoj in-
formaciji o tocˇnosti rjesˇenja, vec´ i u nasumicˇnom biranju linearnih funkcija: svaki ucˇenik
dobit c´e svoje zadatke i na taj se nacˇin izbjegava (ili barem malo pokusˇava obeshrabriti)
prepisivanje. Slike ucˇenika koji na sˇkolskim hodnicima bjesomucˇno prepisuju domac´e
zadac´e prije sata sigurno su svima josˇ u dobrom sjec´anju. Tako je napisana zadac´a pot-
puno neproduktivna, ucˇenici najcˇesˇc´e razmisˇljaju o necˇemu potpuno nepovezanome dok
ju prepisuju. Rjesˇavanje zadac´e pomoc´u racˇunala ne samo da cˇini zadac´u zanimljivijom i
drugacˇijom od ostalih, nego razvija samostalnost i sigurnost u radu. Cˇinjenica da svi imaju
razlicˇite zadatke i opciju ponavljanja dok god nisu zadovoljni rezultatom motivira ucˇenike
na rjesˇavanje, a to je upravo bio i cilj ovakve zadac´e.
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Izrada apleta
Sam aplet nije komplicirano izraditi i jednom kad je napravljen mozˇe posluzˇiti kao predlozˇak
za cijeli niz raznovrsnih zadataka u kojima ucˇenici upisuju rjesˇenje koje onda program
usporeduje s ispravnim. Prvo se definiraju nezavisne varijable bod = 0 i broj = 1, pri cˇemu
je s bod oznacˇen broj osvojenih bodova, dok broj predstavlja redni broj zadatka koji se
rjesˇava. Zatim se definiraju brojevi k = SlucˇajniBrojIzmedu(-9,9) i l = SlucˇajniBrojIzmedu(-
5,5) kao nagib i odsjecˇak na y osi.
Naredba SlucˇajniBrojIzmedu(,) vrac´a nasumicˇni cijeli broj izmedu danih (ukljucˇujuc´i i
njih) i upravo je ona zasluzˇna za produkciju razlicˇitih zadataka za svakoga ucˇenika. Uko-
liko je zˇelja korisnika dobiti nasumicˇan decimalni broj s jednom decimalom izmedu 0 i
3, mozˇe pomoc´u ove naredbe odrediti nasumicˇan broj izmedu 0 i 30 pa ga podijeliti s 10.
Takoder, moguc´e je koristiti naredbu SlucˇajniElement(Lista) koja vrac´a nasumicˇan element
iz odabrane liste. Jasno, svakom je ucˇitelju dano na izbor izmedu kojih c´e brojeva uzimati
vrijednosti za k i l.
Poslije definiranja k i l mozˇe se definirati funkcija f (x) = kx + l cˇiji se graf prikazuje na
ekranu, ali je potrebno obratiti pazˇnju da slucˇajno ne bude prikazana i jednadzˇba pravca.
Zatim se definira i funkcija g kao proizvoljna funkcija, najjednostavnije je odabrati kons-
tantu funkciju. Unose se i logicˇka vrijednost (nazvana ”tocno”) postavljena na false, tekst
koji prikazuje o kojem se zadatku radi (u njega je pridodan objekt broj) i tekst koji poka-
zuje trenutno stanje bodova (zapisa bod / 5).
Iako se mozˇe doimati neobicˇno, unosi se i prazan tekst (to se mozˇe napraviti naredbom
tekst=””). On sluzˇi tome da se izbjegne napisana nula u tekstualnome objektu u koji se
unosi rjesˇenje (kao sˇto je pisala prilikom otvaranja trezora - tamo je bilo jasno da 0 ne
mozˇe biti rjesˇenje, ali pravac mozˇe biti zadan s y = 0). Osim toga, prirodnije je da polje za
unos bude prazno na pocˇetku rjesˇavanja. Sada se unosi tekstualno polje koje se vezuje za
maloprije spomenuti prazan tekst.
Konacˇno, treba stvoriti gumb pritiskom na koji c´e se potvrditi upisano rjesˇenje i provje-
riti njegova tocˇnost. To se postizˇe upisivanjem niza naredbi u karticu Skriptiranje na klik
koja je prikazana na Slici 1.21. Prvom se naredbom funkciji g pridruzˇuje izraz unesen u
tekstualno polje, a drugom se usporeduju funkcije g i f , odnosno, uneseni izraz s ispravnim.
Ako je ponudeno rjesˇenje (to je oznacˇeno s prazno!=”” jer != znacˇi nejednako), pritiskom
na gumb potvrdi prelazi se na sljedec´i zadatak. Tim se uvjetom osigurava da ako ucˇenik
slucˇajno pritisne tipku ”potvrdi” nec´e prijec´i na sljedec´i zadatak te da nije moguc´e ic´i da-
lje bez da se zadatak barem pokusˇa rijesˇiti. Cˇetvrta naredba nalazˇe da ukoliko je rjesˇenje
tocˇno, ucˇeniku se na dosadasˇnji broj bodova dodaje josˇ jedan, a ukoliko nije tocˇno, broj
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Slika 1.21: Skriptiranje, linearna funkcija
bodova ostaje koliki je i bio. Petom i sˇestom naredbom aplet se na neki nacˇin resetira, po-
lje za unos se prazni, a pri azˇuriranju konstrukcije biraju se novi nasumicˇni elementi za k i l.
Josˇ su preostali samo zavrsˇni detalji kao postavljanje uvjeta na prikazivanje elemenata
samo kad vrijedi broj < 6 (jer zˇelimo da svaki ucˇenik rijesˇi pet zadataka, a ne visˇe - bez
tog uvjeta zadatak ne bi imao kraja), dodavanje posebnog gumba ”zavrsˇi” umjesto gumba
”potvrdi” posebno za posljednji primjer te iskljucˇivanje opcije za dozvolu odabira funkcije
i tekstova u kartici Dodatno u Svojstvima objekta (ostali objekti niti nisu prikazani, a gumbi
i tekstualno polje moraju se moc´i odabrati).
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1.4 Tocˇke, pravci i ravnine u prostoru, 8. razred
Nakon sˇto su ucˇenici svoje proucˇavanje matematike u prvome razredu osnovne sˇkole zapocˇeli
promatranjem geometrijskih tijela, geometrija prostora visˇe se gotovo ne spominje sve do
samoga kraja njihova osnovnosˇkolskog obrazovanja. U drugome polugodisˇtu osmoga raz-
reda, prije no sˇto pocˇnu detaljno izucˇavati geometrijska tijela te odredivati njihova oplosˇja
i volumene, ucˇenici u cjelini Tocˇke, pravci i ravnine u prostoru ucˇe prepoznati ravninu
odredenu trima tocˇkama i utvrditi pripadnost zadane tocˇke ravnini, odrediti medusobni
polozˇaj pravaca, pravca i ravnine te dviju ravnina u prostoru. Takoder, odreduju ortogo-
nalnu projekciju tocˇke ili skupa tocˇaka na danu ravninu te udaljenost tocˇke od ravnine.
Iako ova cjelina nije racˇunski zahtjevna, ucˇenici cˇesto imaju velike potesˇkoc´e pri svla-
davanju navedenih sadrzˇaja. Razlog je tome nedovoljno razvijen prostorni zor, pri cˇemu se
pod prostornim zorom misli na sposobnost vizualizacije prostora i uocˇavanje medusobnih
polozˇaja i odnosa objekata u tom prostoru. Nerazvijena sposobnost prostornoga misˇljenja
i slab prostorni zor ucˇenika osmih razreda ne iznenaduju s obzirom na malu zastupljenost
aktivnosti kojima bi se njihov razvoj mogao potaknuti. Naime, prema trenutno vazˇec´em
nastavnom planu i programu, a sˇto je tradicija u hrvatskome sˇkolstvu, aritmeticˇke teme do-
miniraju osnovnosˇkolskom matematikom, dok je udio tema iz geometrije zamjetno manji,
a geometrija prostora samo je njezin mali udio. Konkretno, od ukupno 228 matematicˇkih
tema od prvoga do osmoga razreda svega 10 (4.39%) ih je iz geometrije prostora [?].
Spomenute vjesˇtine iznimno su vazˇne za mnoge struke: arhitekti, gradevinari, strojari,
brodograditelji, ali i geografi, kartografi, astronomi te cˇak kipari i slikari nuzˇno trebaju
biti sposobni vizualizirati prostor i uspjesˇno odredivati odnose medu objektima u njemu.
Danas su mozˇda josˇ i vazˇnije no sˇto su bile prije; razvoj informaticˇke tehnologije bazira
se na radu s virtualnim objektima te se prostorna vizualizacija smatra neophodnom kom-
petencijom IT strucˇnjaka. Upravo je iz tih razloga kljucˇno na odgovarajuc´i nacˇin pomoc´i
ucˇenicima da ih steknu te usvoje pravilno i na vrijeme.
2014. godine objavljena je GeoGebra 3D, odnosno, uz klasicˇan 2D pogled, u pro-
gramu je omoguc´en odabir 3D graficˇkog prikaza prikazan na Slici 1.22, cˇime se GeoGebra
pretvorila u ucˇiteljevu desnu ruku prilikom poucˇavanja sadrzˇaja iz geometrije prostora i
to poglavito pri razvijanju spacijalne inteligencije. Umetanje geometrijskih objekata vrlo
je jednostavno i izvodi se pomoc´u ponudenih alata u izborniku (pregled dostupnih alata
mozˇe se vidjeti na 12. stranici u [?]). Prednost programa dinamicˇke geometrije u ovom
kontekstu svakako je moguc´nost zakretanja i promatranja objekata iz razlicˇitih polozˇaja te
prikaz jedne strane promatranoga tijela u zasebnome 2D prozoru. Osim toga, uredivanjem
elemenata, pri cˇemu se poglavito misli na postavljanje odredene boje, promatrani je sustav
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objekata pregledan i olaksˇano je uocˇavanje trazˇenoga dijela konstrukcije (na primjer, pre-
sjeka tijela ravninom).
Iz navedenoga se mozˇe stec´i dojam da je GeoGebra 3D primjerenija starijim ucˇenicima
i slozˇenijim sadrzˇajima, kao sˇto je primjerice odredivanje probodisˇta pravca i ravnine. Iako
je njezina uloga i u takvim zadatcima neprocjenjiva, pogotovo ako se uzme u obzir da
je slozˇenije primjere tezˇe vizualizirati cˇak i uz pomoc´ zˇicˇanih modela tijela, aktualna is-
trazˇivanja pokazala su da i mladi ucˇenici koji se prvi put susrec´u s geometrijom prostora
na nastavi matematike takoder brzˇe napreduju i laksˇe razvijaju prostorni zor uz pomoc´
GeoGebre 3D u odnosu na tradicionalnu nastavu [?]. Drugim rijecˇima, GeoGebra 3D
medunarodno je priznat alat za poucˇavanje prostorne geometrije na svim razinama obra-
zovnoga sustava.
U nastavku su navedena dva primjera primjene GeoGebre 3D pri poucˇavanju cjeline
Tocˇke, pravci i ravnine u prostoru u osmome razredu. Primjeri koje c´e ucˇitelji koristiti na
satu mogu se izraditi unaprijed te kao apleti prezentirati ucˇenicima uz eventualno skriva-
nje pojednih objekata te omoguc´avanje njihova prikaza pritiskom misˇa na potvrdni okvir.
Ipak, prirodnije mi se cˇini otvoriti prazan dokument te u njega ispocˇetka umetati objekte,
pogotovo uzme li se u obzir intuitivnost i jednostavnost korisˇtenja programa. Tako ucˇenici
mogu pratiti postupke ucˇitelja i na isti ih nacˇin, korak po korak, unositi u vlastite biljezˇnice.
Primjer 1. Dana je kocka ABCDEFGH. Odredi u kojem su odnosu pravci AD i CE.
Slika 1.22: Primjer 1, mimoilazni pravci
Prilikom zadavanja zadataka dobro je pripaziti na nazive vrhova, u novome dokumentu
vrhovi c´e uvijek biti redom slova engleske abecede pocˇevsˇi od A. Drugim rijecˇima, jed-
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nostavnije je tako nazvati vrhove kocke, nego koristiti oznake A1, B1, ... kako se na satu ne
bi trosˇilo vrijeme na preimenovanje.
Nakon sˇto je umetnuta kocka (potrebno je samo odabrati polozˇaj za dva susjedna vrha
donje baze), oznacˇeni su zadani pravci i promijenjena im je boja kako bi bili uocˇljiviji
(Slika 1.22). Ucˇenicima se, pogotovo pri pocˇetku upoznavanja s geometrijom prostora,
zna cˇiniti da se ti pravci sijeku unutar kocke jer se sijeku linije koje su nacrtali u biljezˇnici
(lijevo na slici). Tesˇko im je zamisliti sˇto bi se dogodilo da zakrenu kocku, a upravo je to
postupak koji se pomoc´u GeoGebre lako provodi.
Kocka se mozˇe rotirati rucˇno ili se mozˇe odabrati opcija Pokretanje rotacije pogleda
cˇime se odaje dojam da se kocka promatra kroz kameru koja putuje po kruzˇnoj putanji oko
nje. Brzina rotacije takoder se mozˇe namjestiti proizvoljno. Na desnoj strani Slike 1.22
prikazan je pogled kocke nakon sˇto je ona zakrenuta te se sada jasno vidi da se naznacˇeni
pravci ne sijeku unutar kocke, vec´ da su mimoilazni.
Primjer 2. Duljina brida kocke ABCDEFGH iznosi 15 cm. Odredi udaljenost tocˇke G od
ravnine DCF.
Ponovno se u prazan dokument prvo unosi kocka, a sljedec´i je korak prikazivanje rav-
nine DCF. Iako u alatnoj traci postoji alat koji po odabiru tri nekolinearne tocˇke stvara
njima odredenu ravninu te alat Sjecisˇte dviju ploha kojim se mozˇe izdvojiti samo mnogo-
kut koji nastaje presjekom ravnine i kocke, oni nisu nuzˇni za rjesˇavanje ovoga zadatka u
razredu. Naime, ovo je zadatak s kraja cjeline, kad ucˇenici vec´ znaju prikazivati ravnine
zadane trima vrhovima kocke (to jest, presjeke tih ravnina kockom) pa nema potrebe ot-
krivati sˇto c´e biti trazˇeni presjek. Ucˇenicima blizˇi nacˇin jest odabir opcije Mnogokut te
prikazivanje samo dijela zadane ravnine unutar kocke na analogan nacˇin kao sˇto se cˇini na
papiru ili na plocˇi (Slika 1.23).
Jasno, opisani dulji postupak razlog je zasˇto je dobro koristiti GeoGebru i u drugome
razredu srednje sˇkole; tada se javljaju presjeci tijela ravninama koji nisu ocˇiti na prvi po-
gled, a nerijetko se radi i o nepravilnim likovima. U tim je slucˇajevima gore opisani nacˇin
najbolji za razvoj prostornoga zora te zapravo jedini koji mozˇe opravdati zasˇto je odredeni
presjek upravo prikazani mnogokut.
Po definiciji je udaljenost tocˇke od ravnine jednaka udaljenosti tocˇke od njezine or-
togonalne projekcije na ravninu. Prema tome, sljedec´i je korak odredivanje ortogonalne
projekcije tocˇke G na ravninu DCF, sˇto znacˇi da je potrebno spustiti okomicu iz tocˇke na
ravninu te odrediti presjecisˇte G′ te okomice i ravnine. Za odredivanje udaljenosti potrebno
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Slika 1.23: Primjer 2, udaljenost tocˇke od ravnine
je detaljnije proucˇiti stranu BCGF kocke, a to se lako mozˇe ucˇiniti odabirom opcije Smjer
pogleda i odabirom bocˇne strane kocke. Alternativno, samo se kocka zakrene i postavi u
odgovarajuc´i polozˇaj. Trec´i nacˇin je odabir opcije Prikazˇi stranaBCGF u 2D prozoru do
koje se dolazi pomoc´u padajuc´eg izbornika sˇto se pokazuje pritiskom desne tipke misˇa na
stranu kocke i taj je nacˇin odabran u ovom primjeru. Odabir prikaza odredene strane kocke
u zasebnom prozoru najzorniji je pristup jer tada ucˇenici usporedno vide i 3D prikaz kocke
i izdvojenu stranu koju treba promotriti. Upravo je takvo povezivanje dvodimenzionalnih i
trodimenzionalnih prikaza sredisˇnji element razvoja prostornog misˇljenja.
Konacˇno je preostalo uocˇiti da je trazˇena udaljenost polovina duljine plosˇne dijagonale
kocke te zakljucˇiti da ona iznosi 7.5
√
2 cm. Ukoliko je kocka konstruirana tako da joj
je duljina brida 15 cm (odnosno da je udaljenost dva susjedna vrha baze u apletu 15 je-
dinicˇnih duljina), tada se za odredivanje trazˇene udaljenosti mozˇe koristiti i alat Duljina ili
udaljenost spominjan ranije kod tangrama (1.2).
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GeoGebra Ispit
Glavni problem koji ucˇitelji iznose kao razlog sˇto ne primjenjuju programe dinamicˇke ge-
ometrije pri poucˇavanju geometrije prostora nije tehnolosˇka manjkavost, nedostatak odgo-
varajuc´e opreme ili vlastite osposobljenosti niti misˇljenje da program ne olaksˇava ucˇenje,
vec´ provjeravanje usvojenosti sadrzˇaja. Iako se ucˇitelje svesrdno poticˇe na primjenu teh-
nologije u razredu, ispitivanje ucˇenika i dalje se provodi pomoc´u papira i olovke. Ucˇitelji
pretpostavljaju da korisˇtenje GeoGebre za vrijeme nastave nec´e pomoc´i ucˇenicima prili-
kom rjesˇavanja ispita, sˇtovisˇe, cˇesto smatraju i da c´e im odmoc´i.
Istrazˇivanje [?] provedeno u Maleziji polucˇilo je vrlo zanimljive rezultate: uocˇeno je
da su se ucˇenicˇka sposobnost vizualizacije prostora i prostorni zor znacˇajno poboljsˇali na-
kon sˇto je u tradiocionalnu nastavu ukljucˇena GeoGebra, a ispit je proveden na klasicˇni
nacˇin, dakle, pomoc´u olovke i papira. Istaknuti zakljucˇci rada jesu da pri poucˇavanju ste-
reometrije korisˇtenje GeoGebre uvelike doprinosi ostvarivanju ishoda ucˇenja neovisno o
nacˇinu provjere znanja te da tradicionalnu nastavu ne treba, niti se preporucˇa, u potpunosti
zamijeniti nastavom uz pomoc´ programa dinamicˇke geometrije, ali da je nadopunjavanje
rezultiralo samo pozitivim stranama.
S druge strane, ukoliko se ucˇitelji brinu da tradicionalan ispit ne odgovara modernom
nacˇinu poucˇavanja u kojemu se primjenjuje GeoGebra, postoji ocˇito rjesˇenje, a to je do-
zvoljavanje korisˇtenja GeoGebre prilikom pisanja ispita. Tocˇno je u tu svrhu dizajniran
jedan od najnovijih dodataka GeoGebra obitelji aplikacija; radi se o GeoGebra Ispitu koji
ucˇenici mogu koristiti kao dzˇepni ili graficˇki kalkulator za vrijeme ispita. Pristupa mu se
putem internetske stranice 1 bez dodatne instalacije, a postoji i kao aplikacija za tablete. Po-
kretanjem GeoGebra Ispita javlja se dijalosˇki okvir 1.24 pomoc´u kojega se prilagodavaju
opcije koje ucˇenik smije koristiti tijekom ispita; prilikom ispita iz geometrije prostora u
osmom razredu, ucˇenici bi potvrdili 3D grafiku, ali iskljucˇili simbolicˇko racˇunanje.
Slika 1.24: Pokretanje GeoGebra Ispita
1https://www.geogebra.org/exam
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Slika 1.25: GeoGebra Ispit - ispitni nacˇin
Pritiskom tipke ”Zapocˇni” GeoGebra Ispit (Slika 1.25) pokrec´e se preko cijeloga zas-
lona kako ucˇenici ne bi imali pristup drugim programima te je zabranjen pristup internetu,
GeoGebra materijalima te dokumentima na racˇunalu. Aktivira se mjeracˇ protekloga vre-
mena te se javlja simbol za Dnevnik ispita (zaokruzˇeno slovo i uz mjeracˇ vremena) ko-
jemu se mozˇe pristupiti u svakome trenutku. U njemu se nalaze podatci o dozvoljenim
opcijama, pocˇetku i vremenu trajanja ispita te eventualnom napusˇtanju ispitnog nacˇina.
Ukoliko ucˇenik napusti ispitni nacˇin, sˇto znacˇi da GeoGebra Ispit visˇe nije pokrenut preko
cijeloga zaslona, alatna traka postane crvene boje (inacˇe je plave boje), a u Dnevniku su
zabiljezˇeni trenutci napusˇtanja i ponovnoga povratka u ispitni nacˇin. Prilikom zavrsˇetka
pisanja ispita (odabirom opcije ”Izlaz iz ispitnog nacˇina”) na zaslonu se ispisuje sadrzˇaj
Dnevnika ispita koji je ucˇenik duzˇan pokazati ucˇitelju kako bi potvrdio da nije napusˇtao
ispitni nacˇin (Slika 1.26). Ucˇitelj treba s ucˇenicima prije ispita dogovoriti kako c´e se rijesˇiti
situacija ako neki ucˇenik slucˇajno napusti prikaz preko cijeloga ekrana. Najbolje bi bilo
da ucˇenici prije samoga ispita provjezˇbaju korisˇtenje GeoGebra Ispita kako bi znali sˇto ih
ocˇekuje.
GeoGebra Ispit razlikuje se od klasicˇne GeoGebre svega u nekoliko opcija: za vrijeme
ispitnog nacˇina nije moguc´e umetnuti sliku niti tekst, deaktiviran je izbornik Pomoc´, za-
branjeno je otvaranje i spremanje dokumenata te nije dozvoljena prilagodba alatne trake.
Zasad je GeoGebra Ispit osmisˇljen samo kao pomagalo prilikom pisanja ispita pomoc´u
papira i olovke pa nije predvideno pohranjivanje datoteke. Na sluzˇbenim stranicama na-
vedena je napomena da se radi tek o osnovnoj verziji aplikacije te da postoji vjerojatnost
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Slika 1.26: Dnevnik ispita
kako c´e u buduc´im verzijama spremanje napravljenoga biti omoguc´eno.
Cˇini mi se da bi opcija pohranjivanja uratka uvelike pridonijela primjeni GeoGebra Is-
pita u nastavi; tada bi se zadatci na ispitu mogli prilagoditi drugacˇijem nacˇinu pristupanja i
rjesˇavanja te bi se pred ucˇenike postavljali realniji zahtjevi, slicˇniji onima koji c´e se kasnije
u zˇivotu od njih ocˇekivati. Ovako zadatci vec´inom ostaju klasicˇni, a program sluzˇi kao
potpora koja se mozˇe, ali i ne mora koristiti za vrijeme ispita.
Statisticˇka obrada rezultata ispita
Do sada su prikazane razlicˇite moguc´nosti GeoGebre s ciljem podizanja kvalitete nastave,
motiviranja ucˇenika na rad i uspjesˇnijim ostvarivanjem postavljenih ishoda ucˇenja. Ma-
loprije je opisana i verzija GeoGebre koja se koristi za pisanje ispita znanja. Nakon sˇto
ucˇenici rijesˇe ispite, a ucˇitelji ih isprave, neophodno je provesti statisticˇku analizu provede-
noga ispita. U nastavku je opisana josˇ jedna funkcija GeoGebre - ovaj put namijenjena kao
podrsˇka ucˇiteljima u obliku iznenadujuc´e jednostavnog i sveobuhvatnog alata za obradu
podataka.
Obradeni su rezultati ispita znanja provedenih u osmim razredima OSˇ Kajzerica za vri-
jeme tekuc´e sˇkolske godine 2017./2018. Ispit (Prilog 1. 2.4) je nosio ukupno 39 bodova.
U razredima je malen broj ucˇenika jer je u svakom razredu nekoliko ucˇenika koji pohadaju
nastavu po individualiziranome pristupu, zbog cˇega se smanjuje maksimalan dopusˇteni
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broj ucˇenika u pojedinom razredu. Ucˇenici koji nastavu pohadaju po prilagodenom pro-
gramu i individualiziranom pristupu pisali su posebne ispite s drugacˇijim brojem bodova,
tako da njihovi rezultati nisu uzeti u obzir pri obradi podataka.
Analiza zapocˇinje unosom podataka, to jest broja ostvarenih bodova na ispitu, u Ge-
oGebra tablicu (Slika 1.27). Otvara se u zasebnom prozoru, a do nje se mozˇe doc´i pomoc´u
izbornika Pogled ili kombinacijom tipaka Ctrl+S hi f t +S . U Stupac A uneseni su rezultati
8.a razreda, u stupac C rezultati 8.b razreda, a u stupac E rezultati 8.c razreda. U stupcima
B, D i F upisuju se dobivene ocjene (broju bodova iz polja A2 odgovara ocjena unesena u
polje B2 i tako dalje). Umjesto da se to cˇini rucˇno, mozˇe se upotrijebiti naredba pomoc´u
koje c´e program sam pridruzˇiti ocjenu odgovarajuc´u osvojenom broju bodova. Ako je za
ocjenu dovoljan bilo potrebno ostvariti 16 bodova, za ocjenu dobar 23 boda, za ocjenu
vrlo dobar 31 bod, a za ocjenu odlicˇan 35 bodova, naredba koja se unosi u stupac B glasi:
Ako(A2 < 16, 1, Ako(A2 < 23, 2, Ako(A2 < 30, 3, Ako(A2 < 34, 4, 5)))). Iz broja bodova
mogu se jednostavno odrediti i postignuti postotci, ali nije neophodno. Takoder, izgled
c´elija i njihova sadrzˇaja mozˇe se uredivati slicˇno kao i radni list Microsoft Office Excela;
ovdje su samo radi zornijeg snalazˇenja podatci vezani uz 8.a oznacˇeni plavom, 8.b crve-
nom, a 8.c zelenom bojom.
Slika 1.27: Podatci uneseni u GeoGebra tablicu
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Prvo c´e biti prikazna zasebna analiza rezultata ispita u 8.a razredu. Kako bi program
mogao analizirati podatke, potrebno je oznacˇiti one koje uzima u obzir (u ovom slucˇaju
to su polja stupca A). Odabirom alata Jednovarijabilna analiza iz druge skupine alata u
alatnoj traci otvara se novi prozor (Slika 1.28) u kojem su prikazani izvorisˇni podatci koji
se mogu pregledavati ili mijenjati pritiskom na simbol zupcˇanika u gornjem desnom kutu.
Ondje je potvrdena opcija Upotrijebi zaglavlje kao naslov kojom se odabranim podatcima
pridruzˇuje naziv Bodovi 8.a; ova je opcija posebno korisna kad se istovremeno analizira
visˇe razlicˇitih skupina podataka. Nakon sˇto je korisnik zadovoljan odabirom podataka,
pritisˇc´e misˇem gumb ”Analiza”.
Slika 1.28: Izvorisˇni podatci
Na ekranu se otvara novi prozor Analiza podataka (Slika 1.29) u kojem se prikazuju
razlicˇiti dijagrami i potpuna statisticˇka obrada izvorisˇnih podataka. Najvazˇnije moguc´nosti
mogu se ostvariti pritiskom na ikone ispod alatne trake (na slici su uokvirene crvenom bo-
jom). Krajnja lijeva ikona omoguc´ava povratak na prozor Izvorisˇni podatci kako bi se oni
promijenili ili uredili.
Pritiskom na sljedec´u ikonu oznacˇenu sa
∑
x pokazuje se tablica Statistika na lijevoj
strani prozora. U njoj su navedene detaljne informacije o unesenim podatcima iz kojih se
mozˇe mnogo toga saznati o provedenom ispitu. U prvom je retku naveden broj upisanih po-
dataka iz cˇega se mozˇe isˇcˇitati da je ispit pisalo 16 ucˇenika, nakon cˇega slijede aritmeticˇka
sredina (prosjecˇan broj postignutih bodova iznosi 31.0625), standardna devijacija i kori-
girana standardna devijacija te sume svih vrijednosti, odnosno, kvadrata svih vrijednosti
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unesenih podataka. Konacˇno se dolazi i do ”karakteristicˇne petorke” koju cˇine najmanji
podatak Min, donji kvartil Q1, medijan, gornji kvartil Q3 te najvec´i podatak Max, iz koje
se lako vidi da je, primjerice, najmanji postignuti broj bodova na ispitu 16, a medijan cˇak
34 boda, sˇto znacˇi da je ispit jako dobro rijesˇen.
Slika 1.29: Analiza rezultata ispita 8.a razreda
Sljedec´a ikona jest ona kojom se prikazuju obradeni podatci (tablica u sredini prozora).
Kao sˇto je vidljivo iz tablice, kraj svakoga podatka stoji kvacˇica kojom se odredeni po-
datak mozˇe ukljucˇiti ili iskljucˇiti iz analize. Tako se recimo mozˇe promatrati promjena
statisticˇkih podataka uklanjanjem najboljeg ili najlosˇijeg rezultata ispita.
Konacˇno, krajnja desna ikona omoguc´ava usporedni prikaz dva tipa grafikona jedan
ispod drugoga. Na Slici 1.29 otvoren je padajuc´i izbornik pomoc´u kojega se mozˇe odabrati
tip grafikona prikazan u gornjem okviru, na analogan se nacˇin mozˇe odabrati i tip donjega
grafikona. Karakteristike grafikona mogu se postavljati rucˇno pritiskom na Postavke (ikona
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trokutic´a u gornjem desnom kutu grafikona). Konkretno, za histogram se mogu odabrati
pocˇetak i sˇirina, dok se za tocˇkasti dijagram mozˇe potvrditi opcija prikaza mrezˇe te odabrati
minimalne i maksimalne vrijednosti na osima, kao i razmak prikazanih susjednih vrijed-
nosti. Iz tocˇkastog se dijagrama jasno mozˇe ocˇitati raspodjela bodova u razredu. Pritiskom
na ikonu desno od Postavki grafikon se mozˇe kopirati u standardni graficˇki prikaz GeoGe-
bre gdje ga je moguc´e dodatno urediti ili se mozˇe izvesti kao zasebna slika iz programa.
Na isti se nacˇin mozˇe provesti analiza ispita i za preostala dva razreda, no ono sˇto je
ucˇiteljima cˇesto potrebnije i korisnije saznati od analize ostvarenih bodova u jednome raz-
redu jest usporedna analiza postignutih rezultata u svim razredima generacije. Kako bi se
to ucˇinilo, nakon odabira svih podataka, dakle, ostvarenih bodova u sva tri razreda, umjesto
opcije Jednovarijabila analiza u alatnoj se traci odabire Multivarijabilna analiza. Sada je
posebno korisno iskoristiti opciju pridruzˇivanja naziva pojedinom skupu podataka kako bi
se znalo o kojem se razredu radi. Pritiskom tipke ”Analiza” ponovno se otvara prozor
Analiza podataka, ali ovaj put s manje ponudenih opcija. Jedini tip grafikona koji se sada
mozˇe prikazati jesu brkate kutije, odnosno, slozˇeni pravokutni dijagrami. Visˇe nije moguc´e
ukljucˇivati i iskljucˇivati podatke po zˇelji, ali tablica Statistika i dalje je u prozoru te sadrzˇi
iste informacije kao i u jednovarijabilnoj analizi podataka; razlika je u tome sˇto su u tablici
sada tri retkaa - po jedan za svaki razred (ispod dijagrama na Slici 1.30).
Slika 1.30: Usporedna analiza ispita znanja
Slika 1.30 prikazuje obradene podatke nakon sˇto su prebacˇeni u graficˇki prikaz (pri-
tisak desne tipke misˇa na bilo koji dijagram pa odabir opcije Kopiraj u graficˇki prikaz) i
uredeni. Vertikalna pozicija pojedinog dijagrama odredena je njegovom definicijom; a sva
ostala svojstva mogu se urediti pomoc´u kartica u dijalosˇkom okviru Svojstva objekta.
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Iz prikazanih se brkatih kutija sada lako ocˇitavaju razne informacije. Primjerice, u sva
tri razreda postignut je maksimalni broj bodova na ispitu, jedan je ucˇenik 8.b predao pra-
zan ispit (oznacˇeno krizˇic´em na y-osi kao izdvojeni podatak jer jako odstupa od ostalih),
a sljedec´i najmanji broj bodova iznosi 10. Usprkos rezultatu od 0 bodova, 8.b je najbolje
napisao ispit - najmanje je rasprsˇenje rezultata, a medijan (oznacˇen vertikalnom linijom
unutar brkate kutije) je vec´i nego u druga dva razreda. Trec´i kvartil je u 8.a i 8.b nevjero-
jatnih 38 bodova, sˇto znacˇi da je cˇak 25% ucˇenika tih razreda ispit rijesˇilo sasvim tocˇno ili
je imalo samo jednu pogresˇku. Takoder, ucˇenici 8.c ostvarili su znacˇajno losˇije rezultate od
svojih kolega. Iz tablice ispod grafikona mogu se isˇcˇitati svi detaljniji podatci koji ucˇitelja
mogu zanimati.
Do sada je predstavljena statisticˇka obrada osvojenih bodova na ispitu, ali u nastavi
se cˇesˇc´e odreduje prosjecˇna ocjena razreda te raspodjela ocjena (koliko je u razredu bilo
petica, koliko cˇetvorki, ...). To su sve informacije koje se jednostavno mogu dobiti iz Ge-
oGebra tablice upisivanjem naredbi u prazne c´elije; naredbe se malo razlikuju od onih koje
se tipicˇno upotrebaljavaju u Excelu. Prosjecˇna se ocjena dobiva upisivanjem znaka jedna-
kosti i naredbe AritmeticˇkaSredina(), gdje unutar zagrada treba upisati zˇeljeni raspon c´elija
ili popis brojeva. Ukoliko se naredba upisuje na engleskom jeziku, ona glasi Mean() (a ne
Average kao sˇto se u velikom broju programa koristi). Broj odlicˇnih ocjena mozˇe se dobiti
uvjetnim prebrojavanjem pomoc´u naredbe UvjetnoPrebrajanje(uvjet, raspon) i to tako da
se kao uvjet upisˇe x == 5, dok je raspon promatrani skup ocjena. Na engleskom ova na-
redba glasi isto kao i u Excelu: CountIf, a razlika je u tome sˇto se u Excelu prvo upisuje
raspon, a na drugome je mjestu uvjet.
No, ovdje je prikazan drugi nacˇin utvrdivanja koliko je ucˇenika dobilo koju ocjenu u
razredu, sˇto c´e se promotriti na primjeru rezultata ispita 8.c razreda. Odaberu li se ocjene
8.c kao izvorisˇni podatci te se provede jednovarijabilna analiza, u prozoru Analiza poda-
taka mozˇe se na vec´ pokazani nacˇin prikazati tablica Statistika. Iz drugoga se retka odmah
mozˇe ocˇitati prosjecˇna ocjena razreda. Iako se raspodjela ocjena vidi i na stupcˇastom ili
tocˇkastom dijagramu, kao vrsta je odabran peteljka-list dijagram (Slika 1.31). Koliko je
nula pridruzˇeno kojem vodec´em broju, toliko je ucˇenika dobilo pripadnu ocjenu. Iz tablice
se sada lako vidi da je prosjecˇna ocjena razreda 3.50, a u iz grafikona se ocˇitava da je u
razredu pet odlicˇnih ocjena, tri vrlo dobre, pet dobrih, jedna ocjena dovoljan i dvije ocjene
nedovoljan.
GeoGebra tablica, dakle, iznimno je jednostavan nacˇin za obradu podataka i mozˇe
olaksˇati izradu statistike ispita znanja. Prvi put kada se provodi, zahtijeva ulaganje malo
visˇe vremena i truda, ali jednom napravljena obrada mozˇe se koristiti kao predlozˇak za
svaki sljedec´i ispit. Jedino o cˇemu treba voditi racˇuna jest da se prilikom prve izrade di-
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Slika 1.31: Raspodjela ocjena u 8.c razredu
jagram kopira u graficˇki prikaz (kao sˇto je ovdje ucˇinjeno s usporednim brkatim kutijama)
jer inacˇe GeoGebra nec´e pohraniti uneseno. Na pocˇetku nastavne godine mozˇe se izraditi
tablica s imenima svih ucˇenika u koju se tijekom godine unose podatci i prati njihov na-
predak. Za obradu podataka nije problem niti ako neki ucˇenik ne pisˇe ispit, ucˇitelj mozˇe
unijeti njegov broj bodova kao 0 (ili bilo koju drugu proizvoljnu vrijednost, najbolje neku
lako uocˇljivu) te prilikom obrade podataka jednostavno taj broj ”iskljucˇiti” iz odabira kao
sˇto je pokazano na visˇe nacˇina.
Kao sˇto se u svim do sada navedenim primjerima moglo uocˇiti, GeoGebra u nastavi ma-
tematike ima sˇiroku i raznoliku primjenu. Iako se najcˇesˇc´e koristi kao alat pri poucˇavanju
planimetrije i analiziranju ponasˇanja funkcija u ovisnosti o promjeni parametara, njene su
moguc´nosti puno vec´e od toga. Obogac´ivanje nastave, motiviranje za samostalan rad iz-
van nastave u sˇkoli, moderni pristup razvoju vjesˇtina i provjeravanju usvojenosti sadrzˇaja
te jednostavna analiza podataka samo su neke od pozitivnih strana primjene GeoGebre u
nastavi matematike. U sljedec´em je poglavlju izdvojeno i nekoliko specificˇnih prednosti
korisˇtenja GeoGebre u josˇ manje tipicˇnom okruzˇenju: u nastavi fizike.
Poglavlje 2
GeoGebra u nastavi fizike
Moderna nastava fizike uvelike se razlikuje od tradicionalnih oblika poucˇavanja koje su
iskusile generacije hrvatskih osnovnosˇkolaca i srednjosˇkolaca. Za predavacˇkom se nasta-
vom postupno zatvaraju vrata, a prednost se daje nastavi u cˇijem je u sredisˇtu ucˇenik koji
sam izgraduje svoje znanje istrazˇujuc´i svijet oko sebe: otkrivajuc´i pojave, opisujuc´i pro-
cese te donosec´i pretpostavke i zakljucˇke kojima opazˇeno pokusˇava objasniti, a to mozˇe
jedino ukoliko je u stalnoj interakciji s okolinom i od pasivnog se promatracˇa prometne u
aktivnoga sudionika nastavnoga procesa.
Mnogo je komponenti od kojih se takva interaktivna i istrazˇivacˇki usmjerena nastava
sastoji, a kljucˇni su elementi svakako izvodenje pokusa prilikom kojega ucˇenici iznose
vlastita predvidanja, opazˇanja i prijedloge objasˇnjenja uocˇenoga te razredna rasprava ti-
jekom koje se u sukobu misˇljenja i ideja produbljuje razumijevanje nastavnoga sadrzˇaja
i razvijaju brojne vjesˇtine sˇto nisu vezane iskljucˇivo uz fiziku (primjerice, argumentira-
nje vlastitog misˇljenja, analiziranje tudih ideja te logicˇko razmisˇljanje i deduktivno za-
kljucˇivanje). Naravno, svaki oblik nastave mora ukljucˇivati i uvjezˇbavanje te provjeravanje
poznavanja nastavnih sadrzˇaja.
S rapidnim razvojem informacijsko-komunikacijske tehnologije i ulogom koju ona igra
u danasˇnjem drusˇtvu, nemoguc´e je ignorirati prednosti digitalnih nastavnih materijala pri
provodenju opisane moderne nastave fizike. Ne samo da omoguc´avaju promatranje po-
java koje je tesˇko ili nemoguc´e opaziti u stvarnom svijetu, nego pri uvjezˇbavanju sadrzˇaja
ucˇenicima daju trenutnu povratnu informaciju te dozvoljavaju kreiranje fiktivnih modela
za koje se zna da nisu ispravna reprezentacija stvarnosti, ali mogu olaksˇati razumijeva-
nje povijesnoga razvoja znanosti. Osim toga, kao sˇto je vec´ ranije istaknuto, danasˇnji
ucˇenici odrastaju uz racˇunala, tablete i pametne mobitele pa je njima korisˇtenje tehnologije
intuitivno i prirodno, a dinamicˇnost digitalnih materijala osigurava zadrzˇavanje ucˇenicˇke
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pazˇnje. Konacˇno, iako se nastava fizike u mnogocˇemu razlikuje od nastave matematike,
pocˇevsˇi od raznolikosti vrsta sadrzˇaja pa sve do bogatstva razlicˇitih osjetilnih podrazˇaja
kojima su ucˇenici na satima Fizike izlozˇeni, ponekad se ipak, kao i prilikom ucˇenja ma-
tematike, zahtijeva da ucˇenici samostalno kod kuc´e provjezˇbaju rjesˇavanje zadataka ili
proucˇe teorijsku pozadinu promatranih pojava. Tada je moguc´e pomoc´u digitalnih ma-
terijala stvoriti ucˇenicima primamljiviju okolinu za ucˇenje, na primjer u obliku edukativne
racˇunalne igre.
Digitalni se nastavni materijali mogu stvarati pomoc´u mnogo razlicˇitih programa samo
jedan od kojih je GeoGebra, a u ovome c´e poglavlju na nekoliko konkretnih primjera biti
predstavljeni razlicˇiti nacˇini na koje ona mozˇe doprinijeti podizanju kvalitete nastave fizike
u razlicˇitim fazama nastavnoga procesa. GeoGebra je prvenstveno namijenjena kao pomoc´
ucˇiteljima matematike i njezine se moguc´nosti pri poucˇavanju fizike tek pocˇinju otkrivati.
Kao besplatan program i to vrlo jednostavan za korisˇtenje kako autorima apleta, tako i
krajnjim korisnicima, postaje sve popularniji medu nastavnicima. Ne treba iznenadivati
da se matematicˇki alat uspjesˇno mozˇe uklopiti u nastavu fizike, na kraju krajeva, dobro je
poznato da je matematika jezik fizike.
U nastavku nec´e biti posebno istaknuta primjena virtualne ucˇionice niti GeoGebra Is-
pita u nastavi fizike, ali jasno je da se navedenim opcijama ucˇitelji fizike mogu sluzˇiti
na nacˇin opisan u prethodnom poglavlju. Primjerice, pokazano je kako se u virtualnoj
ucˇionici jednostavno mogu sastaviti pitanja s ponudenim odgovorima, ali i pitanja otvore-
noga tipa, sˇto je odlicˇan nacˇin provjere konceptualnog razumijevanja nakon obrade nastav-
noga sadrzˇaja. Statisticˇka obrada podataka mozˇe se primijeniti pri analiziranju rezultata
provedenoga eksperimenta, a ne samo ostvarenih bodova na ispitu kao sˇto je to prikazano
ranije (1.4); GeoGebra nudi cˇak i visˇe opcija statisticˇke analize nego sˇto je potrebno za
srednjesˇkolsku nastavu.
Prilikom implementacije svih digitalnih materijala u nastavu treba ipak imati na umu
da sami digitalni sadrzˇaji kao sˇto su GeoGebra apleti ne mogu niti smiju zamijeniti druge
oblike nastave - kvalitetna se nastava ostvaruje jedino kombinacijom razlicˇitih metoda i
pristupa. Ma kako dobro napravljena simulacija ne mozˇe biti sama sebi svrhom; prednosti
koje donose digitalni materijali odskocˇna su daska za proucˇavanje i analiziranje fizikalnih
situacija. O sadrzˇajima materijala treba povesti razrednu diskusiju, a simulacijama pokusa
treba pristupati kao i onima ”standardnima”: provode se interaktivno uz maksimalnu ak-
tivnost ucˇenika.
Cˇak i prilikom uporabe materijala koji su namijenjeni za samostalan rad ucˇenika valja
raspraviti pojedine dijelove zadatka, a po zavrsˇetku rjesˇavanja prokomentirati s ucˇenicima
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sˇto im je predstavljalo najvec´u potesˇkoc´u pri rjesˇavanju, a sˇto su tijekom rada uocˇili, za-
kljucˇili ili naucˇili. Takoder, pozˇeljno je da ucˇenici iznesu prijedloge za poboljsˇanje apleta
- neka sami budu kreatori vlastitoga procesa ucˇenja. Uvazˇavanjem i uzimanjem u obzir
ucˇenicˇkih prijedloga povec´ava se njihova motivacija, a uostalom, stvaralasˇtvo je najvisˇa
razina znanja.
2.1 Zakon ocˇuvanja energije, 1. razred
Bez obzira na to sˇto se energija s dosadasˇnjim ljudskim znanjem ne mozˇe definirati, ona
je vjerojatno najrasˇirenija fizikalna velicˇina: javlja se u cijelom spektru razlicˇitih situacija
i podrucˇja, i to ne samo u fizici, vec´ i u drugim prirodnim i tehnicˇkim znanostima. Poz-
nato je da se energija ne mozˇe stvoriti niti unisˇtiti, vec´ samo pretvarati iz jednoga oblika
u drugi - sˇto je formulacija zakona ocˇuvanja energije, jednoga od cˇetiri fundamentalna
zakona ocˇuvanja na kojima se temelji nasˇe shvac´anje svijeta, koja se izricˇe u osnovnoj
sˇkoli. Znacˇaj koji energija kao koncept ima u razumijevanju i objasˇnjavanju fizikalnih pro-
cesa mozˇe se primijetiti i prilikom proucˇavanja Prijedloga kurikuluma iz Fizike [?] gdje je
Energija (uz Strukturu tvari, Medudjelovanja i Gibanje) jedna od cˇetiri domene na koje je
podijeljen sadrzˇaj nastavnog predmeta, a unutar njega posebno se znacˇenje pridaje upravo
zakonu ocˇuvanja energije.
Iako se ucˇenici prvi put sa zakonom ocˇuvanja energije susrec´u u sedmome razredu
osnovne sˇkole, on se tek u prvome razredu srednje sˇkole formalno izricˇe i to na sljedec´i
nacˇin: ukupna energija zatvorenog sustava je stalna. Velikom dijelu ucˇenika tako iskazan
zakon ocˇuvanja energije nije razumljiv, sˇto naravno povlacˇi i problem njegove primjene na
konkretne fizikalne situacije. Iz tog razloga ucˇenici najcˇesˇc´e pribjegavaju alternativnim,
matematicˇki puno zahtjevnijim nacˇinima rjesˇavanja zadataka.
Sˇto tocˇno u zakonu ocˇuvanja energije ucˇenicima predstavlja problem? Prije svega,
ucˇitelji trebaju uzeti u obzir da za njegovo razumijevanje ucˇenici trebaju vjesˇto baratati
cijelim nizom netrivijalnih fizikalnih pojmova kao sˇto su kineticˇka, potencijalna, elasticˇna
i unutarnja energija, rad te fizikalni sustav. Naime, cˇesto se iznosi gore navedena formula-
cija zakona ocˇuvanja bez da se uvede pojam sustava cˇime se potpuno gubi njezin smisao.
Pod fizikalnim se sustavom misli na jedno ili visˇe tijela koja se proizvoljno odabiru za
promatranje i mentalno odvajaju od okoline, dok je zatvoreni sustav (koji se spominje u
zakonu ocˇuvanja energije) onaj koji ne izmjenjuje energiju s okolinom - u mehanici se taj
uvjet najcˇesˇc´e poistovjec´uje s nepostojanjem vanjskih sila koje djeluju na sustav [?]. Cˇak
i nastavnici koji pojasne pojam sustava prilikom iskazivanja zakona ocˇuvanja energije na
njega znaju ”zaboraviti” cˇim se odmaknu od teorijskog uvoda pa ucˇenici ne povezuju iskaz
zakona ocˇuvanja energije s postupcima koje prakticˇno provode jer se u procesu rjesˇavanja
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zadataka gotovo nikada ne odreduje sustav niti se komentira je li on otvoren ili zatvoren.
Zakon ocˇuvanja energije uobicˇajeno je reprezentiran jednadzˇbama, a da bi ucˇenik do
trazˇene jednadzˇbe dosˇao treba provesti cˇitav niz koraka koji se tradicionalno podrazumi-
jevaju i presˇuc´uju prilikom poucˇavanja ovoga sadrzˇaja. Naime, ucˇenici trebaju osvijestiti
da prije pocˇetka primjene zakona ocˇuvanja energije trebaju odrediti koji sustav promatraju
(jednadzˇbe nec´e biti iste za razlicˇite sustave), zatim trebaju specificirati pocˇetni i konacˇni
trenutak koji promatraju, opisati stanja sustava u tim trenutcima i uocˇiti gdje je energija
pohranjena te prima li sustav ili gubi energiju (postoji li vanjska sila). Tek tada ucˇenik
mozˇe napisati pripadnu energijsku jednadzˇbu.
Jasno je da je opisani proces slozˇen, a josˇ je dodatno otezˇan nemoguc´nosˇc´u vizuali-
zacije zakona ocˇuvanja energije. Kako bi se ucˇenicima pomoglo pri rjesˇavanju takvih
problema, uveden je novi pristup poucˇavanju: korisˇtenje stupcˇastih dijagrama energije [?].
Oni ne mijenjaju navedeni algoritam rjesˇavanja, vec´ ga cˇine preglednijim, a cijeli proces
razlazˇu na jasne i konkretne korake koje je ucˇenicima puno laksˇe pratiti i samostalno pro-
vesti.
Na Slici 2.1 prikazan je stupcˇasti dijagram energija kojim ucˇenici mogu vizualizirati
situaciju opisanu u zadatku. Radi se o pocˇetnom zadatku pri proucˇavanju zakona ocˇuvanja
energije te se on mozˇe primijeniti i u osnovnoj sˇkoli. U tekstu zadatka eksplicitno su nave-
dena tijela koja cˇine promatrani sustav, a odredeni su i pocˇetni te konacˇni trenutak.
Dijagram je podijeljen na dva dijela, lijevi se dio odnosi na pocˇetni, a desni na konacˇni
trenutak. Stupci u dijagramu predstavljaju vrste energija; u mehanici se najcˇesˇc´e navode
kineticˇka energija Ek, gravitacijska potencijalna energija Eg i elasticˇna potencijalna ener-
gija Eel; indeksom 1 oznacˇene su energije u pocˇetnom, a indeksom 2 energije u konacˇnom
trenutku. To su vrste energije koje sustav u pojedinom trenutku mozˇe imati te u stupcˇastom
dijagramu treba oznacˇiti koje od njih doista ima u pocˇetnom, a koje u konacˇnom trenutku.
Na kraj desnog dijela dijagrama (u konacˇni trenutak) pridodaje se i stupac promjene unu-
tarnje energije sustava ∆Eun u koji se unosi razlika unutarnje energije izmedu konacˇnoga i
pocˇetnoga trenutka.
Stupcˇasti dijagram energija treba detaljno analizirati prilikom prvoga susreta ucˇenika s
njime jer c´e im on postati suputnikom pri napredovanju kroz podrucˇja fizike - samo c´e u
njega dodavati vrste energija prema potrebama (npr. toplina ili energija vezanja). Ucˇenici
c´e vjerojatno i sami uocˇiti da je dijagram kvalitativan; on je svojevrsni popis energija koje
se javljaju u pojedinom trenutku i nije potrebno paziti na tocˇne vrijednosti ili omjere ener-
gija. Kljucˇan dio, uz prepoznavanje energija, jest vizualizacija zakona ocˇuvanja energije:
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Slika 2.1: Stupcˇasti dijagram energija, rijesˇen 1. zadatak
ucˇenici trebaju osvijestiti da broj obojanih polja na lijevoj strani dijagrama mora biti jed-
nak broju obojanih polja na desnoj strani, pri cˇemu polja nekoga stupca predstavljaju tom
stupcu pridruzˇenu energiju.
Kako bi operacionalizirali postupak i usvojili novi pristup rjesˇavanju zadataka, ucˇenici
trebaju vjezˇbati provodenje procesa na nizu primjera slicˇnom vec´ spomenutom zadatku na
Slici 2.1. Aplet je vizualno vrlo slicˇan zadatku u papirnatom obliku pa se ucˇenici umjesto
na drugacˇije okruzˇje mogu koncentrirati na sadrzˇaj i kasnije jednostavno provoditi isti pos-
tupak i na klasicˇnim zadatcima na papiru (na primjer, na ispitu znanja). Prilikom rjesˇavanja
ucˇenik promisˇlja koje energije od ponudenih sustav ima u pocˇetnom, a koje u konacˇnom
trenutku. Na pocˇetku su sva polja prazna. Kako bi oznacˇio vrstu energije, ucˇenik misˇem
treba pritisnuti polje iznad zˇeljene energije. Pritiskom misˇa na polje mijenja mu se boja sˇto
oznacˇava da sustav u promatranom trenutku ima odabranu energiju. Stupac se popunjava
odozdo i prvo se boji donje polje u stupcu, dok je za cˇisˇc´enje polja obrnuto i prvo se prazni
gornje obojeno polje.
Nakon sˇto odredi energije i oboji polja, ucˇenik pritiskom na tipku ”Provjeri rjesˇenje”
dobiva trenutnu povratnu informaciju. Ukoliko je rjesˇenje tocˇno, na ekranu se ispisˇe tekst
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”Bravo!” i cˇuje se zvuk pljeskanja, dok se za pogresˇno rjesˇenje javlja opcija odabira upute
za rjesˇavanje zadatka. Upravo je brza povratna informacija najbolja strana ovog apleta;
ucˇenici mogu samostalno vjezˇbati i rjesˇavati velik broj slicˇnih primjera dok ne postanu
sigurni u vlastito znanje. Osim toga, aplet dodaje dinamiku u rjesˇavanje zadataka te je
ucˇenicima blizˇi jer pomalo podsjec´a na logicˇku igru za pametni mobitel. Josˇ jedna pred-
nost jest jednostavno isprobavanje razlicˇitih odgovora. Naime, jasno je da uz nultu razinu
gravitacijske potencijalne energije u visini prac´ke sustav u pocˇetnom trenutku ima samo
elasticˇnu, a u konacˇnom trenutku samo kineticˇku energiju. No, buduc´i se radi samo o kva-
litativnom prikazu, nije jednoznacˇno odredeno koliko polja smije biti obojeno. Vjerojatno
c´e razlicˇiti ucˇenici ucrtati razlicˇita rjesˇenja, sˇto mozˇe potaknuti razrednu diskusiju.
Takoder, nije nuzˇno da se nulta razina gravitacijske potencijalne energije odabere na vi-
sini prac´ke, jedino je bitno da gravitacijska potencijalna energija u pocˇetnom trenutku bude
jednaka onoj u konacˇnom. Na ovom se zadatku josˇ jednom mozˇe s ucˇenicima raspraviti da
je pri navodenju iznosa gravitacijske potencijalne energije vazˇno kazati gdje se nalazi nula
gravitacijske potencijalne energije. Takoder, dobro je istaknuti da je potencijalna energija
uvijek svojstvo barem dva tijela te da gravitacijsku potencijalnu energiju mozˇemo unijeti
u dijagram jer su nam u sustavu i loptica i Zemlja. Kad Zemlja ne bi bila u sustavu, opis
situacije promijenio bi se, kao sˇto c´e se moc´i vidjeti u cˇetvrtom zadatku.
Prema predlosˇku za prvi zadatak jednostavno se mozˇe napraviti velik broj slicˇnih za-
dataka. Nakon sˇto su ucˇenici uvjezˇbali prepoznavanje energija u razlicˇitim situacijama te
glavnu ideju zakona ocˇuvanja energije, mozˇe se prijec´i na slozˇenije zadatke. Konkretno, u
stupcˇasti dijagram uvodi se josˇ jedan dodatni stupac u sredinu izmedu pocˇetnog i konacˇnog
trenutka, stupac koji predstavlja rad (Slika 2.2). Koncept rada ucˇenicima je vrlo slozˇen te
je iznimno vazˇno osvijestiti kod ucˇenika da rad mijenja energiju sustava, odnosno, da se
ukupna energija sustava povec´ava za iznos rada koji je na njemu izvrsˇen. Isto tako, ukoliko
sustav vrsˇi rad nad okolinom, energija se sustava smanjuje za iznos izvrsˇenoga rada. S
ucˇenicima treba raspraviti zasˇto je sustav na koji ne djeluje nikakva vanjske sila zatvoren
te kako se to manifestira u dijagramu energija.
Drugi zadatak prikazan na Slici 2.2 zamjetno je slozˇeniji od prethodnog i visˇe nije
prilagoden radu u osnovnoj sˇkoli, vec´ iskljucˇivo srednjoj. Kako bi si ucˇenici mogli laksˇe
predocˇiti opisanu situaciju, na lijevom kraju apleta postavljena je animacija koja se pokrec´e
pritiskom na tipku ”Pokreni”. Uteg iz pocˇetnog trenutka mirovanja na visini iznad opruge
zapocˇinje padati, sabija oprugu te se zaustavlja na njoj. Uz vec´ komentirani dodatak stupca
za rad, u ovom zadatku nije unaprijed zadan sustav, vec´ ucˇenici biraju izmedu dvije opcije:
u jednoj u sustav uzimaju oprugu, a u drugoj ne.
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Slika 2.2: Stupcˇasti dijagram energija, 2. zadatak
Postavljanjem kvacˇice uz zˇeljeni sustav, ucˇenici trebaju promisliti radi li se o otvorenom
ili zatvorenom sustavu gdje do izrazˇaja dolazi maloprije komentirana veza s postojanjem
vanjskih sila koje djeluju na sustav. Odabirom jednog sustava nestaje potvrdni okvir za
drugi, tako da se ne mozˇe dogoditi da ucˇenik istovremeno potvrdi oba sustava. Uocˇava se
da je prvi sustav zatvoren te da se gravitacijska potencijalna energija (ili njezin dio, po-
novno ovisi o odabiru nulte razine) iz pocˇetnog trenutka pretvori u elasticˇnu potencijalnu
energiju. Drugi je sustav, pak, otvoren i elasticˇna sila opruge nad sustavom vrsˇi rad (zbog
toga je rad negativan). Vazˇno je da broj obojenih polja u stupcu Eg1 bude jednak broju obo-
jenih polja ispod glavne linije u stupcu za rad. Rjesˇenje ponovno provjeravaju pritiskom
na tipku ”Provjeri rjesˇenje”.
Dobro je zatrazˇiti od ucˇenika da pri zavrsˇetku rjesˇavanja u biljezˇnice zapisˇu i mate-
maticˇki opis situacije pomoc´u jednadzˇbi te josˇ jednom dodatno naglasiti da rad ne pripada
niti pocˇetnom niti konacˇnom trenutku, vec´ se vrsˇi u vremenu izmedu, ali u zakon ocˇuvanja
energije ulazi tako da zbroj rada i ukupne energije u pocˇetnom trenutku mora biti jednak
ukupnoj energiji u konacˇnom trenutku.
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Slika 2.3: Stupcˇasti dijagram energija, 3. zadatak
U trec´em su zadatku (Slika 2.3) ponovno eksplicitno zadani sustav te pocˇetni i konacˇni
trenutci, no razlika lezˇi u tome sˇto sada zadatak visˇe nije samo na razini odredivanja ener-
gija, vec´ se trazˇi i racˇunski podatak (iznos srednje sile otpora zraka). Drugim rijecˇima, sada
je stupcˇasti dijagram energija potpora za tradicionalnu primjenu zakona ocˇuvanja energije
i nudi ucˇenicima strukturu prilikom rjesˇavanja: prvo uocˇavaju da se radi o zatvorenom sus-
tavu, zatim promatraju sustav u pocˇetnom i konacˇnom trenutku, u dijagramu energija pri-
kazuju energije prisutne u tim trenutcima: gravitacijska potencijalna energija u pocˇetnom
trenutku, u konacˇnom trenutku kineticˇka energija te promjena unutarnje energije.
Pisanje jednadzˇbi visˇe nije samo preporucˇeno, vec´ je neophodno kako bi se zadatak us-
pio rijesˇiti. Ovo je zadatak u kojem se javlja sila otpora zraka, a takvi su zadatci (kao i oni
s trenjem) ucˇenicima daleko zahtjevniji od onih u kojima se sila otpora mozˇe zanemariti.
Za sve sile otpora primjenjuje se isti princip kao za trenje ([?], str. 63) te je najvazˇnije da
ucˇenici usvoje kako se kod takvih zadataka u sustav uzimaju i tijelo i zrak (odnosno, i ti-
jelo i podloga ukoliko se radi o trenju). Naime, tada je srednja sila otpora zraka unutrasˇnja
sila, pa se na dijagramu ne prikazuje njezin rad. Iznos Fo · h, pri cˇemu je s Fo oznacˇen
iznos srednje sile otpora zraka, a s h visinska udaljenost koju je tijelo prosˇlo padajuc´i, tada
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odgovara ukupnom povec´anju unutarnje energije tijela i zraka pa se tako i prikazuje u di-
jagramu. Konacˇno se kao rjesˇenje zadatka dobiva 0.8 N.
Slika 2.4: Stupcˇasti dijagram energije, 4. zadatak
Na Slici 2.4 prikazan je cˇetvrti zadatak koji se od prethodnoga razlikuje samo po iz-
boru promatranoga sustava. Naime, sada se kao sustav uzimaju tijelo i zrak, a Zemlja
se iskljucˇuje. Ovdje ucˇenici trebaju primijeniti znanje o tome da je potencijalna energija
uvijek svojstvo dvaju tijela, u ovom slucˇaju misli se na gravitacijsku potencijalnu energiju
tijela i Zemlje. Kako Zemlja nije u odabranom sustavu, sutav u pocˇetku nema gravitacijsku
potencijalnu energiju, odnosno, gravitacijska je sila sada vanjska sila koja mijenja energiju
sustava, to jest, nad njime vrsˇi rad.
Provodi se algoritam analogan vec´ navedenom: ucˇenici prvo zakljucˇuju da se radi o
otvorenom sustavu te u zadana dva trenutka promatraju gdje je pohranjena energija. Ono
sˇto u ovom zadatku ucˇenicima mozˇe biti zbunjujuc´e jest cˇinjenica da na lijevu stranu dija-
grama ne unose nikakvu energiju, sˇto je kontraintuitivno. Gravitacijska sila nad sustavom
vrsˇi rad cˇiji preznak treba odrediti: kako sila djeluje u smjeru pomaka tijela, rad je pozi-
tivan te se sustavu povec´ava energija. To znacˇi da se odabiru polja iznad glavne linije u
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stupcu za rad. U konacˇnom trenutku sustav ima kineticˇku energiju, a zbog prisutstva sile
otpora promijenila se i unutarnja energija sustava. Racˇunski, jednadzˇba je ekvivalenta onoj
iz trec´ega zadatka, mada se opis fizikalne situacije promijenio. Slika 2.4 prikazuje jedan od
moguc´ih nacˇina popunjavanja energijskog dijagrama. Odabirom opcije ”Provjeri rjesˇenje”
na ekranu se ispisala pohvala ucˇeniku. Ovaj je misaoni proces ucˇenicima vrlo kompleksan
te je cˇetvrti zadatak namijenjen naprednijim ucˇenicima.
Metoda stupcˇastih dijagrama energije pomazˇe ucˇenicima uspostaviti strukturu prilikom
rjesˇavanja i dubinski razumjeti pozadinu promatranih situacija s energijskog gledisˇta. Osim
toga, ucˇenici detaljno upoznaju koncept rada; razlikuju rad koji sustav vrsˇi nad okolinom
od onoga koji okolina vrsˇi nad sustavom te povezuju smjer promjene energije sustava s po-
zitivnim ili negativnim predznakom rada - svi c´e ti ishodi biti iznimno vazˇni vec´ prilikom
proucˇavanja cjeline Termodinamika u drugome razredu. U ovim se primjerima takoder na-
glasˇava znacˇaj odabira sustava i ucˇenici imaju priliku vidjeti kako se mijenjaju energijski
dijagrami u ovisnosti o objektima ukljucˇenima u sustav. Takoder, uocˇavaju da neovisno o
odabranom sustavu konacˇni rezultati (u prosˇlom primjeru iznos srednje sile otpora) moraju
ostati jednaki.
Kako bi ovakav pristup poucˇavanju zakon ocˇuvanja energije bio efikasan, potrebno je
provoditi sve korake redom bez preskakanja. Ucˇenici trebaju baratati pojmom sustava i
sigurno odredivati je li otvoren ili zatvoren. Princip se jednostavno prenosi i u druga po-
drucˇja fizike pa ga valja i ondje primjenjivati.
Na koji nacˇin GeoGebra doprinosi usvajanju zakona ocˇuvanja energije? Nakon sˇto
ucˇitelj izradi osnovu za zadatke sa stupcˇastim dijagramima, kao sˇto je ova prikazana, ge-
neriranje novih zadataka vrlo je jednostavno sˇto znacˇi da ucˇenici na raspolaganju mogu
imati cˇitav niz zadataka za vjezˇbu. Velika razlika u odnosu na klasicˇne zadatke iz zbirki
jest u moguc´nosti provjere rjesˇenja. Klasicˇni zadatci iskljucˇivo trazˇe numericˇko rjesˇenje
- pomoc´u zakona ocˇuvanja energije potrebno je odrediti nepoznatu fizikalnu velicˇinu, cˇija
je vrijednost navedena kao rjesˇenje zadatka. Koristec´i pristup poucˇavanja s energijskim
dijagramima prirodno se namec´e potreba za provjeravanjem razumijevanja fizikalne poza-
dine problema, a ne samo racˇunskoga odredivanja nepoznate velicˇine. Uostalom, ucˇenici
mogu doc´i do tocˇnoga iznosa i pogresˇnom interpretacijom fizikalne situacije. U ovom je
GeoGebra apletu naglasak stavljen upravo na razlikovanje otvorenih i zatvorenih sustava
te prepoznavanje energija prisutnih u pocˇetnom i konacˇnom trenutku, racˇunska je kompo-
nenta prisutna tek u najslozˇenijim zadatcima kao posljednji korak.
Aplet se mozˇe primjenjivati na satu ukoliko ucˇenici imaju tablete ili pametne mobitele,
a mozˇe se zadati ucˇenicima umjesto klasicˇne domac´e zadac´e. Ucˇenike svakako motivira
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moderan pristup domac´oj zadac´i i radije ju rjesˇavaju ako je u nju upletena primjena su-
vremene tehnologije. GeoGebra nudi moguc´nost isprobavanja razlicˇitih rjesˇenja te uputu
ukoliko je uneseno rjesˇenje neispravno. Na taj nacˇin ucˇenici odmah prilikom rjesˇavanja za-
datka dobivaju povratnu informaciju i modificiraju vlastite mentalne modele na licu mjesta.
Ipak, vazˇno je da ucˇenici u interakciji s ucˇiteljem verbaliziraju svoje razumijevanje principa
rjesˇavanja zadatka te u razredu prodiskutiraju situacije na koje su naisˇli. Aplet u GeoGe-
bri samo je tehnolosˇka podrsˇka i nikako ne smije biti jedini ucˇenicˇki kontakt s metodom
stupcˇastih dijagrama energije.
Izrada apleta
Sredisˇnji dio apleta svakako je stupcˇasti dijagram energija. Prilikom korisˇtenja doima se
kao da se pritiskom misˇa na polje njemu mijenja boja. No, u GeoGebri ta opcija nije
predvidena; boja objekta mozˇe se mijenjati samo pomoc´u dijalosˇkoga okvira Svojstva
objekta o kojem je vec´ ranije bilo rijecˇi. Iluzija promjene boje polja ostvarena je tako
sˇto jedno polje zapravo predstavljaju dva sukladna kvadrata koji se preklapaju: jedan bi-
jele, a drugi plave boje. Oni se uvjetno prikazuju o ovisnosti o njima pridruzˇenom broju.
Konkretno, donjem polju u prvom stupcu pridruzˇen je broj boja01 cˇija je pocˇetna vri-
jednost zadana kao 0. Kao uvjet prikazivanja u kartici Dodatno za bijeli je kvadrat une-
seno OstatakDijeljenja(boja01, 2) == 0, dok je za plavi kvadrat upisano OstatakDijelje-
nja(boja01, 2) == 1. U karticu Skriptiranje na klik bijeloga kvadrata upisuje se naredba
PostaviVrijednost(boja01, boja01 + 1), dok se u karticu Skriptiranje na klik plavoga kva-
drata upisuje naredba Ako(OstatakDijeljenja(boja02, 2) == 0, PostaviVrijednost(boja01,
boja01+1)).
Time je postignuto da se vrijednost broja boja01 pritiskom na prvo polje, neovisno o
tome je li dano bijelim ili plavim kvadratom, povec´a za jedan, a iz uvjeta prikazivanja sli-
jedi da c´e se bijeli kvadrat prikazivati za parne, a plavi za neparne vrijednosti broja boja01.
Drugim rijecˇima, postignut je isti efekt kao da se polju mijenja boja. Naredba promjene
vrijednosti broja boja01 pritiskom na plavi kvadrat uvjetovana je vrijednosti broja boja02
pridruzˇenoga polju iznad. Naime, zˇeli se izbjec´i situacija da donje polje ne bude odabrano,
a ono iznad njega bude - dijagrami energija popunjavaju se odozdo i to ”kuc´ica po kuc´ica”
basˇ u svrhu boljeg usvajanja ideje zakona ocˇuvanja energije.
Isti se postupak provede za svako od preostalih polja u dijagramu, s time da se uvjeti
za promjenu pridruzˇenih brojeva mijenjaju u ovisnosti o polozˇaju polja. Iako je za prvotni
proces izrade potrebno odvojiti visˇe vremena, jednom izradeni dijagram mozˇe se primje-
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njivati u svim fizikalnim situacijama iz podrucˇja mehanike. Na analogan se nacˇin mogu
napraviti i kombinatorni zadatci poput ”problema tri boje”, samo sˇto se tada na svako polje
postavljaju barem tri sukladna lika te se promatra njihov ostatak pri dijeljenju s 3 (ili 4
ukoliko se radi i neobojeno polje).
Sljedec´i zanimljiv korak pri izradi apleta postavljanje je uvjeta za provjeru tocˇnosti
rjesˇenja. Prije svega, treba definirati vrijednosti kineticˇke, gravitacijske potencijalne i
elasticˇne energije u oba trenutka, kao i odrediti iznos rada i promjene unutarnje energije.
To se efektivno postizˇe brojenjem odabranih polja u pojedinom stupcu, odnosno, za prvi se
stupac (kineticˇku energiju u pocˇetnom trenutku) definira broj ek1 kao zbroj ostataka pri di-
jeljenju brojeva boja01, boja02, boja03 i boja04 brojem 2 - svaki je broj pridruzˇen jednom
polju prvoga stupca i ako je polje odabrano njegov c´e ostatak pri dijeljenju s 2 iznositi 1, a
u suprotnom bit c´e 0. Isti se postupak provede za sve stupce, pri cˇemu se u stupcu za rad
ostatci pri dijeljenju brojeva pridruzˇenih poljima ispod glavne linije uzimaju s negativnim
predznakom (jer ta polja oznacˇavaju negativan rad).
Slika 2.5: Skriptiranje provjere rjesˇenja
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Sada se definiraju i ukupna energija u pocˇetnom te u konacˇnom trenutku kao zbroj po-
jedinih vrsta energija u tim trenutcima, pri cˇemu se rad zbog jednostavnosti racˇuna odmah
pridruzˇuje energiji u pocˇetnom trenutku (e1 = ek1+eg1+eel1+w). Na Slici 2.5 prikazana
je kartica Skriptiranje na klik gumba ”Provjeri rjesˇenje” i na njoj se mogu uocˇiti uvjeti
za priznavanje rjesˇenja pojedinoga zadatka tocˇnim, na primjer, pod brojem 8 navedena je
naredba za prvi zadatak; broj da definiran je tako da mozˇe poprimiti vrijednosti 0 ili 1 -
prilikom provjere rjesˇenja, ako su ispunjeni svi uvjeti da bi rjesˇenje bilo tocˇno, poprima vri-
jednost 1 te se u ovisnosti o njemu prikazuje tekst ”Bravo!”. Naravno, za pogresˇno rjesˇenje
vrijednost broja da ostaje 0 i javlja se moguc´nost odabira upute. Pomoc´u klizacˇa vrijeme
regulirano je prikazivanje poruka na ekranu. Takoder, u naredbi za provjeru rjesˇenja dru-
goga zadatka mozˇe se uocˇiti razlika u ovisnosti o ucˇenikovu izboru sustava.
U devetom je retku dana naredba pomoc´u koje se postizˇe zvuk pljeskanja prilikom
tocˇnog rjesˇenja prvoga zadatka (analogne su naredbe zadane i za provjeru rjesˇenja preos-
talih zadataka). GeoGebra ima opciju sviranja umetnutih zvucˇnih datoteka, MP3 datoteka
s DropBoxa ili Google Diska na koje se mozˇe pozvati postavljanjem poveznice ili zvukova
generiranih na razlicˇite nacˇine, primjerice funkcijom zadanom u nekom rasponu. Ovdje
je prikazan najjednostavniji nacˇin proizvodnje zvuka pomoc´u naredbe Zvuk(nota, trajanje,
instrument), to je nareba dostupna samo u GeoGebra Classic 5 inacˇici programa.
Slika 2.6: Legende za umetanje zvuka
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Kao prvi argument unosi se cijeli broj izmedu 0 i 127 koji reprezentira glazbenu notu
(legenda na Slici 2.6 lijevo), drugi argument jest vrijeme trajanja tona u sekundama, dok se
kao trec´i argument unosi instrument koji c´e svirati, takoder u obliku cijeloga broja (legenda
na Slici 2.6 desno). Uz klasicˇne instrumente poput klavira ili violine, moguc´e je odabrati
i egzoticˇnije instrumente poput gajdi, ljudski glas (pojedinacˇni ili zborski) te generirani
zvuk kao sˇto je rominjanje kisˇe, zvono telefona ili ovdje korisˇteni zvuk pljeskanja (broj
126 na popisu).
Josˇ jedna prednost izrade zadataka u GeoGebri jest moguc´nost stvaranja jednostavnih
animacija poput one u drugome zadatku (Slika 2.2) koje potpomazˇu vizualizaciji fizikalne
situacije. Animacija se pokrec´e pritiskom na tipku ”Pokreni” cˇime se animira klizacˇ sˇto
predstavlja y koordinatu jednoga vrha utega pomoc´u kojega je odreden njegov polozˇaj u
prostoru. Kako se promjenom vrijednosti klizacˇa mijenja i polozˇaj utega, postizˇe se dojam
da uteg pada. U trenutku kada dno utega dosegne oprugu, opruga se pocˇne sabijati pod
utegom. To je postignuto tako da se y koordinata najvisˇe tocˇke opruge uvjetno definirala u
ovisnosti o dnu utega: fiksna je kad je dno utega iznad opruge, a od trenutka doticanja pa
nadalje poprima vrijednost y koordinate dna utega. Sve duzˇine koje predstavljaju oprugu
zadane su relativno u odnosu na najvisˇu tocˇku, tako da se njezinom promjenom mijenja i
polozˇaj tih duzˇina.
Kako se radi o slobodnom padu, brzina utega nije konstantna tijekom vremena, vec´
se povec´ava. Da bi se to postiglo, brzina klizacˇa y koordinate vrha utega nije fiksna, vec´
se definira kao brzina + ubrzanje, gdje je brzina fiksna vrijednost, a ubrzanje klizacˇ koji
se takoder animira pritiskom tipke ”Pokreni”. Jasno je da ubrzanje nije akceleracija u
fizikalnoj definiciji, vec´ je to dodatak na brzinu koji se jednoliko povec´ava u jednakim
vremenskim intervalima, sˇto dovodi do toga da i brzina klizacˇa jednoliko raste u istim vre-
menskim intervalima, a upravo se to zˇeljelo postic´i.
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2.2 Gibanje nabijene cˇestice u homogenom magnetskom
polju, 2. razred
Velik dio prvoga poglavlja posvec´en je igrifikaciji nastave matematike. U osnovnim je
sˇkolama poucˇavanje matematike kroz igru postala metoda koja se sve cˇesˇc´e primjenjuje
jer su uocˇene i istaknute brojne njezine prednosti. No, praksa ucˇenja kroz igru vrlo se ri-
jetko mozˇe pronac´i u srednjoj sˇkoli. Razlog je vjerojatno stav ucˇitelja da su srednjosˇkolci
”preveliki”, pa samim time i nezainteresirani, za takav oblik rada te da se igranjem gubi
serioznost nastavnoga sadrzˇaja. Istrazˇivanja ([?], [?]) pokazuju da igra doprinosi procesu
ucˇenja cˇak i kod odraslih: ne samo da povec´ava motivaciju za usvajanjem novih sadrzˇaja i
vjesˇtina, vec´ pomazˇe pri odrzˇavanju koncentracije i omoguc´uje bolju apsorpciju informa-
cija. Osim toga, igra stvara opusˇteno okruzˇenje u kojemu se uspjesˇnije ucˇi, grade socijalne
veze medu sudionicima te razvija samopouzdanje.
U nastavu fizike igra tek pocˇinje ulaziti, i to takoder samo na osnovnosˇkolskoj razini.
Istina, za razliku od nastave matematike gdje je uvjezˇbavanje rjesˇavanja rutinskih zadataka
neizbjezˇan dio kurikuluma, nastava fizike sadrzˇi visˇe komponenti koje doprinose njezinoj
raznolikosti, a samim time i motivaciji ucˇenika, ali to ne znacˇi da nema mjesta za ucˇenje
kroz igru. U ovom je odjeljku na primjeru gibanja nabijene cˇestice u homogenom magnet-
skom polju opisana edukativna igra namijenjena ucˇenicima drugih razreda srednje sˇkole,
nakon sˇto je ukratko prikazan alternativni nacˇin obrade navedenog sadrzˇaja.
Magnetizam je cjelina koja se po nastavnom planu i programu poucˇava na kraju dru-
goga razreda. Ona zapocˇinje proucˇavanjem svojstava permanentnih magneta, definiranjem
magnetskoga polja i uocˇavanjem razlike izmedu homogenoga i nehomogenoga magnet-
skog polja. Od ucˇenika se ocˇekuje da magnetsko polje mogu prikazati linijama te da mogu
skicirati vektor magnetskog polja u bilo kojoj njegovoj tocˇki (drugim rijecˇima, da znaju
odrediti smjer magnetskog polja u tocˇki). Nastanak magnetskog polja povezuje se s nabo-
jem u gibanju (Oerstedov pokus), nakon cˇega se proucˇava djelovanje magnetskih sila.
Poucˇavanju Amperove i Lorentzove sile mozˇe se pristupiti na visˇe razlicˇitih nacˇina. Re-
doslijed obrade sadrzˇaja prvenstveno ovisi o ekperimentalnom postavu dostupnom u sˇkoli.
Vec´ina sˇkola ima dostupne materijale za eksperimentalno istrazˇivanje Amperove sile: po-
trebni su izvor istosmjerne struje, ravni vodicˇ i homogeno magnetsko polje koje se najcˇesˇc´e
proizvodi pomoc´u potkovastih magneta. Ucˇenici otkrivaju da magnetsko polje djeluje na
vodicˇ kojim tecˇe struja te interaktivnim pokusom promatraju o cˇemu ovisi otklon vodicˇa u
magnetskom polju i dolaze do izraza za Amperovu silu. Iznos Amperove sile dan je for-
mulom FA = BIl sinα, pri cˇemu je B iznos homogenoga magnetskog polja, I iznos stalne
struje koja tecˇe vodicˇem, l duljina ravnog vodicˇa, a α kut koji magnetsko polje zatvara s
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vodicˇem. Ucˇenicima se pazˇnja skrec´e na cˇinjenicu da je Amperova sila okomita i na mag-
netsko polje i na vodicˇ te se uvodi pravilo desne ruke za odredivanje smjera Amperove sile.
Kako malo sˇkola ima elektronsku cijev pomoc´u koje bi ucˇenici mogli uocˇiti i istrazˇiti
djelovanje Lorentzove sile, ona se nerijetko uvodi matematicˇki iz eksperimentalno dobi-
venoga izraza za Amperovu silu. Interaktivni izvod polazi od ideje da je struja usmje-
reno gibanje naboja te da se mozˇe definirati kao I =
∆q
∆t
, sˇto se uvrsˇtava u gornji izraz.
Racˇunskim manipulacijama dolazi se do izraza za magnetski dio Lorentzove sile koji glasi
FL = qvB sinα, pri cˇemu je q naboj cˇestice koja se giba brzinom iznosa v u homogenom
magnetskom polju iznosa B tako da brzina i magnetsko polje zatvaraju kut α. Za potpuni
izraz Lorentzove sile, formula se nadopunjuje i komponentom koja je rezultat djelovanja
elektricˇnog polja iznosa E na naboj te Lorentzova sila iznosi FL = qE + qvB sinα.
Smjer magnetskoga dijela Lorentzove sile odreduje se josˇ jednim pravilom desne ruke.
Kako ucˇenici do tog trenutka josˇ nisu upoznati s vektorskim produktom (niti c´e biti tijekom
srednjesˇkolskog obrazovanja), odredivanje smjerova magnetskih sila svodi se na ucˇenje ci-
jeloga niza naoko razlicˇitih pravila desne ruke. Treba uzeti u obzir i da se ucˇenicima cˇesto
govori kako se pravilo desne ruke ”mijenja” ukoliko je promatrana cˇestica negativno na-
bijena, cˇime se broj pravila desne ruke dodatno povec´ava. Upravo to dovodi do polemika
medu nastavnicima fizike pri cˇemu neki smatraju kako bi bilo efikasnije i ucˇenicima prirod-
nije ukoliko bi se prije pocˇetka proucˇavanja magnetizma uveo pojam vektorskoga produkta
iako nije predviden nastavnim planom i programom. Tada bi ucˇenici samo jedno pravilo
primijenjivali u svim situacijama i nastavni se sadrzˇaj ne bi sveo na ucˇenje niza pravila
napamet, vec´ bi znanje bilo trajnije te primjenjivo i u drugim podrucˇjima.
Cˇinjenica da je magnetski dio Lorentzove sile okomit na brzinu gibanja ucˇenike dovodi
do zakljucˇka kako se nabijena cˇestica u homogenom magnetskom polju giba po kruzˇnoj
putanji jer magnetski dio Lorentzove sile poprima ulogu centripetalne sile. Izjednacˇavajuc´i




. Iako svi navedeni zakljucˇci logicˇno slijede jedan iz drugoga, dobiveni su
rezultati samo matematicˇki konstrukt fizikalne situacije. Ucˇenicima je tesˇko pratiti takav
proces zakljucˇivanja, a dobivena formula za vec´inu je isuvisˇe apstraktna te nec´e razumjeti
njezinu bit niti vezu medu velicˇinama koju ona u sebi nosi.
Ucˇitelji se mogu posluzˇiti racˇunalnim simulacijama koje c´e ucˇenicima zornije prikazati
fizikalnu situaciju. Mogu ih koristiti kao uvod u temu te na temelju opazˇenoga doc´i do for-
mule koju c´e zatim matematicˇki potkrijepiti ili vec´ izvedenu formulu analizirati pomoc´u
simulacije (sˇto je manje u duhu istrazˇivacˇke nastave). Na Slici 2.7 prikazana je interaktivna
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simulacija napravljena u GeoGebri. Cˇestica mase m i naboja q ulijec´e u tocˇki A okomito na
homogeno magnetsko magnetsko polje iznosa B brzinom v. Ucˇitelj mozˇe projicirati simu-
laciju te pomicanjem klizacˇa u gornjem lijevom dijelu ekrana postaviti zˇeljene vrijednosti
fizikalnih velicˇina (masu, naboj i brzinu cˇestice te iznos magnetskog polja). Ispod klizacˇa
nalaze se potvrdni okviri pomoc´u kojih se odabire smjer magnetskog polja. Magnetsko se
polje nalazi samo u dijelu prostora oznacˇenom smedom bojom.
Slika 2.7: Simulacija gibanja cˇestice u magnetskom polju
Nakon odabira svih vrijednosti i smjera polja, na ekranu se javljaju gumbi ”Play” i ”Pa-
use” za pokretanje i zaustavljanje simulacije (Slika 2.8). Prilikom pokretanja simulacije,
cˇestica ulijec´e u magnetsko polje te za njom ostaje trag putanje kojom je prosˇla. Animacija
se u svakom trenutku mozˇe pauzirati kako bi se prokomentiralo gibanje cˇestice, a po izla-
sku cˇestice iz magnetskog polja, na ekranu ostaje prikazana njezina putanja te se navodi
duljina te putanje.
Na ovaj se nacˇin mozˇe promatrati ponasˇanje cˇestice u magnetskom polju: jasno se vidi
ovisnost radijusa putanje o unesenim velicˇinama. Takoder, ucˇenici mogu uocˇiti da se prili-
kom gibanja u magnetskom polju ne mijenja iznos brzine cˇestice te da na neutralnu cˇesticu
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Slika 2.8: Simulacija nakon sˇto je cˇestica napustila magnetsko polje
ne djeluje magnetska sila - ona se nastavlja gibati jednoliko po pravcu. Simulacija se mozˇe
koristiti za uvjezˇbavanje odredivanja smjera magnetske sile promjenom smjera magnet-
skoga polja te predznaka naboja cˇestice. Novi se podatci unose pritiskom na tipku ”Novi
zadatak” cˇime se simulacija vrac´a na pocˇetak.
Kao sˇto se mozˇe primijetiti na Slici 2.8, po izlasku cˇestice iz magnetskog polja, na
ekranu se javljaju dodatne opcije. Radi se o moguc´nosti odabira prikaza udaljenosti tocˇke
u kojoj je cˇestica napustila polje od tocˇke A te o moguc´nosti odredivanja vremena koje je
cˇestica provela u magnetskom polju. Navedena su pitanja karakteristicˇna za provjeravanje
razumijevanja sadrzˇaja te se pronalaze u zbirkama zadataka iz fizike, npr. u zbirci [?] na
str. 381. zadan je sljedec´i zadatak:
Proton uleti brzinom 105 m/s u tocˇki A okomito na silnice homogenog magnetnog polja
B = 0.8 T usmjerenog ”u papir”. Na kojoj c´e udaljenosti od tocˇke A izic´i iz polja? Koliko
dugo c´e boraviti u magnetskom polju?
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Rjesˇavanje zadatka zapocˇinje unosom zadanih velicˇina u aplet i pokretanjem simula-
cije. Odgovor na pitanje na kojoj udaljenosti od tocˇke A naboj izlazi iz polja dobiva se
klikom misˇa na gornji kvadratic´ s natpisom ”Udaljenost od tocˇke A”, nakon cˇega se na
crtezˇu javlja okvir unutar kojega je crvenom bojom navedena trazˇena udaljenost. Zˇelimo
li odrediti koliko je vremena proteklo dok je naboj bio u polju, potrebno je potvrditi donji
kvadratic´. Tada se javlja novo tekstualno polje u koje je potrebno upisati duljinu putanje
naboja u milimetrima te pritisnuti enter. U retku ispod automatski se izracˇunava trazˇeno
vrijeme.
Uloga ovoga apleta u GeoGebri je dvostruka. S jedne strane, pruzˇa moguc´nost is-
trazˇivanja ovisnosti izgleda putanje o ulaznim parametrima. Manipuliranjem klizacˇa zorno
se predocˇuje promjena radijusa, te se lako utvrduje da on raste s porastom mase i brzine
cˇestice, dok porast naboja i magnetskoga polja uzrokuju njegovo smanjivanje. Takoder,
ukoliko se promijeni predznak naboja cˇestice ili smjer magnetskog polja, cˇestica se giba u
suprotnom smjeru. Gibanje naboja u magnetskom polju nikako nije pojava koju bi ucˇenici
imali priliku uocˇiti u makroskopskom svijetu, niti je to situacija koju mogu objasniti po-
zivajuc´i se na vlastito iskustvo. Zbog toga je vazˇno omoguc´iti im vizualizaciju takvoga
problema; ukoliko se pri poucˇavanju nastavnici zadrzˇe samo na matematicˇki izvedenoj for-
muli, ne mogu ocˇekivati da c´e ucˇenici upamtiti opisani sadrzˇaj. GeoGebra u takav sat unosi
dinamiku i smanjuje apstraktnost nove situacije.
S druge strane, rjesˇavaju li ucˇenici navedeni zadatak bez pomoc´i GeoGebre, fond opcija
za ulazne parametre reduciran je na vrlo malen broj. Naime, ovo je primjer gdje ucˇenici
aktivno primjenjuju poznavanje matematike vezane uz kruzˇnicu: kako bi mogli izracˇunati
trazˇeno vrijeme, trebaju odrediti duljinu luka. To nije problem ucˇiniti u situaciji kao sˇto
je ona u zadatku preuzetom iz zbirke [?] gdje je putanja cˇestice polukruzˇnica, no sˇto sa
slucˇajem prikazanim na Slici 2.8 ? Tada se racˇun znatno komplicira, a valja imati na umu
da i samo mala pogresˇka pri odredivanju kuta pridruzˇenog luku cˇini veliku razliku u rezul-
tatu. Primjena GeoGebre ovdje dopusˇta koncentriranje na kljucˇan novi sadrzˇaj i upoznava-
nje razlicˇitih kombinacija parametara, dok daje stabilnu matematicˇku potporu u pozadini.
Dakle, aplet je primjenjiv na satu prilikom obrade novoga sadrzˇaja, ali je prilagoden i za
ucˇenicˇku uporabu prilikom rjesˇavanja karakteristicˇnih zadataka iz tog podrucˇja.
Nakon sˇto je uveden pojam Lorentzove sile i prokomentiran nacˇin gibanja cˇestice
koja ulijec´e u homogeno magnetsko polje pod pravim kutom s obzirom na njegove linije,
ucˇenici trebaju primijeniti stecˇene spoznaje na konkretnim primjerima. Pravilo desne ruke,
neovisno o tome je li uveden vektorski produkt ili su dana specificˇna pravila za pojedine
slucˇajeve, ucˇenicima je novost te ga moraju operacionalizirati. Kao pomoc´ za ostvarivanje
tog ishoda osmisˇljena je edukativna igra Minigolf u obliku GeoGebra apleta.
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Slika 2.9: Uputa za Minigolf
Igra je namijenjena za samostalan rad ucˇenika. Prilikom otvaranja apleta pokazuje se
uputa prikazana na Slici 2.9 u kojoj je ukratko opisan cilj i nacˇin igranja. Pritiskom tipke
”Zapocˇni igru” ucˇenici otvaraju prvi zadatak (Slika 2.10).
Slika 2.10: Minigolf, 1. zadatak
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U prvom zadatku ucˇenici trebaju znajuc´i predznak naboja cˇestice odrediti smjer mag-
netskog polja u oznacˇenom zelenom podrucˇju kako bi cˇestica ”upala u rupu”. Drugim
rijecˇima, promatrajuc´i medusobni polozˇaj cˇestice i rupe trebaju odrediti u kojem je smjeru
magnetska sila koja bi cˇesticu navela na zˇeljeno gibanje te iz informacija o smjeru sile i
cˇestice odreduju smjer magnetskog polja. Ucˇenici pritiskom na potvrdni okvir odlucˇuju o
smjeru polja, nakon cˇega pritiskom misˇa na palicu za golf pokrec´u cˇesticu (daju joj pocˇetnu
brzinu). Sivom strelicom naznacˇen je smjer u kojem c´e se cˇestica pocˇeti gibati kad ju se
udari palicom za golf; ona nestaje cˇim se cˇestica pokrene.
Smjer magnetskog polja je ”iz papira”: odabirom te opcije loptica upada u rupu i na
ekranu se javlja pohvala za tocˇno rijesˇen zadatak. Ukoliko ucˇenik odabere pogresˇan smjer
polja, loptica skrec´e na suprotnu stranu, a na ekranu se javlja gumb ”Pokusˇaj ponovno”
kojim se zadatak vrac´a na pocˇetak. Naravno, sada ucˇenik zna koji je tocˇan odgovor pa
ukoliko nastavnik zˇeli provjeriti ucˇenikovo snalazˇenje u ovakvim zadatcima mozˇe zabra-
niti ponovno rjesˇavanje zadatka i u aplet unijeti brojacˇ tocˇnih odgovora kao sˇto je opisano
ranije. Po zavrsˇetku rjesˇavanja zadatka, ucˇenik pritiskom na gumb ”Sljedec´a rupa” prelazi
na drugi zadatak prikazan na Slici 2.11.
Slika 2.11: Minigolf, 2. zadatak
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Drugi je zadatak slicˇan prethodnome, razlika je u tome sˇto je sada zadan smjer mag-
netskog polja, a trazˇi se predznak naboja cˇestice, odnosno, ucˇenici trebaju odrediti je li
promatrana cˇestica pozitron ili elektron. Trazˇena cˇestica je elektron, dok se za odabir po-
zitrona i u ovome primjeru javlja moguc´nost ponovnog pokretanja zadatka.
Ovaj je zadatak graficˇki bogatiji - prikazani su otok okruzˇen morem i drveni most kojim
loptica dolazi do pjesˇcˇane plazˇe. Na taj se nacˇin ucˇenici odmicˇu od uobicˇajene pozadine
zadatka i rjesˇavaju problem u njima prihvatljivijem okruzˇenju. Bez obzira na poznatu iz-
reku prema kojoj ne valja suditi knjigu prema koricama, ne mozˇe se porec´i da estetski
dozˇivljaj igra veliku ulogu pri formiranju stava prema objektu, ili u ovom slucˇaju, zadatku
pa samim time i podizˇe ucˇenicˇku motivaciju za rjesˇavanje.
Prva su dva zadatka vrlo jednostavna, ali lako se mogu nadograditi kombiniranjem.
Primjerice, mogu se nadovezati polja razlicˇitih iznosa kroz koja loptica mora proc´i da ude
u rupu, a ucˇenik treba tocˇno odrediti smjer svakoga od njih ili se mogu zadati i numericˇki
podatci tako da je za tocˇan odgovor nuzˇno i racˇunski rijesˇiti zadatak. Sljedec´i je zadatak
jedan od najslozˇenijih takvih, za njegovo je rjesˇavanje potrebno kombinirati visˇe vjesˇtina i
on mozˇe posluzˇiti kao zavrsˇni zadatak na terenu za minigolf.
Kao sˇto se mozˇe vidjeti na Slici 2.12 koja prikazuje posljednji zadatak, da bi loptica
(koja je u ovom slucˇaju proton) upala u rupu, ona mora proc´i kroz dva magnetska polja.
Podrucˇje u kojemu je prisutno prvo polje oznacˇeno je zelenom, a podrucˇje u kojemu je
drugo polje oznacˇeno je zˇutom bojom. Iz zadatka je poznato da su iznosi tih polja jednaki.
Analiziranjem situacije ucˇenici trebaju zakljucˇiti da se proton u oba polja mora gibati po
polukruzˇnicama kako bi upao u rupu. Iz cˇinjenice da su iznosi polja jednaki te primjenom
izraza za odredivanje radijusa putanje cˇestice, ucˇenici zakljucˇuju da radijusi polukruzˇnica
moraju biti jednaki. Prema tome, udaljenost od tocˇke u kojoj proton ulijec´e u polje do rupe
mora biti jednaka duljini cˇetiri polumjera. Tu duljinu, a zatim i duljinu jednog polumjera,
ucˇenici racˇunaju koristec´i dimenzije prikazane na ekranu.
Po odredivanju duljine radijusa trebaju izracˇunati i iznos polja. U zadatku je zadana
brzina cˇestice, a kako je cˇestica proton, poznati su i naboj i masa cˇestice. Dobivenu vrijed-
nost ucˇenici upisuju u tekstualno polje na ekranu, pri cˇemu je trebaju zaokruzˇiti na jednu
decimalu kao sˇto je zadano u tekstu zadatka. Preostalo je josˇ odrediti smjer pojedinog polja
za sˇto se primjenjuje pravilo desne ruke. Na Slici 2.12 prikazana su tocˇna rjesˇenja (iznos
i smjerovi polja). Nakon sˇto su uneseni svi potrebni podatci, pritiskom misˇa na palicu za
golf loptica se pokrec´e. Putanja loptice ovisi o unesenim varijablama. Ukoliko pogrijesˇe
pri racˇunu, pritiskom na gumb ”Pokusˇaj ponovno” koji se javlja ispod gumba ”Prethodna
rupa” ucˇenici mogu pristupiti rjesˇavanju zadatka ispocˇetka.
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Slika 2.12: Minigolf, 3. zadatak
Zadatak se sastoji od mnogo koraka i slozˇenoga zakljucˇivanja. Naviknuti na tradioci-
onalan pristup rjesˇavanju zadataka, ucˇenici c´e najverojatnije prvo racˇunski pokusˇati rijesˇiti
zadatak. Druga opcija jest rjesˇavanje zadatka metodom uzastopnog priblizˇavanja, gdje
ucˇenici pretpostavljaju iznos polja pa u usporedbi s dobivenom putanjom proporcionalnim
misˇljenjem zakljucˇuju o smjeru promjene iznosa polja. Naravno, ucˇitelji bi trebali trazˇiti
prikaz matematicˇke pozadine problema cˇak i prilikom opisanoga namjesˇtanja rjesˇenja.
Ovakav interaktivni pristup rjesˇavanju zadataka putem igre dulje c´e zadrzˇati ucˇenicˇku
pazˇnju. Takoder, motivirat c´e i slabije ucˇenike da pokusˇaju rijesˇiti slozˇenije zadatke kao
sˇto je posljednji, od kojih bi u uobicˇajenom okruzˇenju odustali i prije no sˇto bi procˇitali
sˇto se u njima trazˇi. Aplet se mozˇe modificirati tako da minigolf postane igra u paru pa da
ucˇenici naizmjence rjesˇavaju zadatke priblizˇno jednakoga stupnja zahtjevnosti i zbrajaju
prikupljene bodove. Pobjednik c´e biti onaj ucˇenik koji po zavrsˇetku igre ima visˇe bodova.
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Izrada apleta
Iako se doimaju vrlo slicˇni, apleti opisani u ovom odjeljku izradeni su na potpuno razlicˇit
nacˇin. Prvi aplet namijenjen istrazˇivanju ponasˇanja cˇestice koja se giba u magnetskom
polju omoguc´ava promjenu svih varijabli, pocˇevsˇi od iznosa mase i brzine cˇestice, preko
naboja cˇestice u sˇto je ukljucˇen i predznak, pa do iznosa i smjera magnetskog polja. Pu-
tanja kojom se cˇestica giba stoga nije mogla biti unaprijed zadana, vec´ se odreduje tek po
unosˇenju svih varijabli i verificira pritiskom na tipku ”Play”. Njezin se radijus izracˇunava
iz unesenih podataka, a smjer gibanja cˇestice iz odabira predznaka naboja i smjera polja.
Definira se broj r na sljedec´i nacˇin: r = Ako(u == true, (-(m v)) / (q B), (m v) / (q B)),
pri cˇemu je s u oznacˇena logicˇka vrijednost pridruzˇena odabiru smjera magnetskog polja
”u papir”, dok su m, v, q i B vrijednosti koje se odabiru pomoc´u klizacˇa. Polozˇaj sredisˇta
zˇeljene kruzˇnice odreduje pomoc´u vektora koji lezˇi na stranici pravokutnika (reprezentaciji
magnetskoga polja), tocˇka A mu je pocˇetna tocˇka, a duljina mu je iznos od r. Iz definicije
se vidi da r mozˇe biti pozitivan ili negativan u ovisnosti o odabranim elementima; za nega-
tivan r sredisˇte kruzˇnice nalazi se lijevo, a za pozitivan desno od tocˇke A. Putanja cˇestice
jest kruzˇni luk sa sredisˇtem dobivenim na opisani nacˇin kojemu je pocˇetna tocˇka A, a kraj-
nja tocˇka presjek pripadne kruzˇnice i jedne stranice pravokutnika.
Pritiskom na tipku ”Play” prvo se pomoc´u naredbe PostaviVrijednost(Q,A) tocˇka Q
koja predstavlja promatranu cˇesticu smjesˇta u pocˇetni polozˇaj (sˇto je tocˇka A), nakon cˇega
se provode naredbe Animiraj(Q) i Ako(q==0, Animiraj(G)), pri cˇemu je s G oznacˇena tocˇka
koja predstavlja neutralnu cˇesticu - njezina je putanja unutar magnetskog polja duzˇina te je
morala biti konstruirana zasebno. Pritiskom tipke ”Play” animira se i klizacˇ show pomoc´u
kojega je regulirano prikazivanje duljine putanje unutar polja nakon sˇto ga cˇestica napusti.
Tocˇka Q privezana je na kruzˇnicu ranije odredenoga sredisˇta koja prolazi tocˇkom A.
Problem je samo odrediti brzinu kretanja tocˇke Q po kruzˇnici buduc´i da se, kao sˇto je spo-
menuto u prethodnom poglavlju, u GeoGebri ona odreduje prema duljini kruzˇnice, a ne
prema konkretno zadanoj vrijednosti. Zbog toga je potrebno definirati broj brzina = (v q)
/ (abs(r) abs(q)) kojim c´e se osigurati da se cˇestica po putanji doista krec´e u skladu s oda-
branom brzinom v te zadati brzinu kretanja tocˇke Q po kruzˇnici kao Ako(u == true, brzina,
-brzina). Naime, predznak brzine utjecˇe na to hoc´e li se tocˇka gibati u smjeru kazaljke na
satu ili obrnuto, a zˇeljeni smjer ovisi o predznaku naboja (koji je ukljucˇeni pri definiranju
broja brzina) i smjeru magnetskog polja, sˇto se regulira uvjetnim odabirom predznaka br-
zine.
Najslozˇeniji dio izrade apleta jest definiranje i postavljanje uvjeta za prikazivanje kruzˇnih
lukova (sˇest ih je razlicˇitih zbog presjeka sa stranicama pravokutnika) koji predstavljaju pu-
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tanje cˇestica, pogotovo jer aplet dozvoljava pauziranje animacije u bilo kojem trenutku i
jer putanje moraju ostati vidljive i nakon sˇto cˇestica napusti polje. Kako GeoGebra ne
nudi opciju zaustavljanja animacije kad se ispuni odredeni uvjet, putanja cˇestice u gibanju
skriva se kad cˇestica napusti magnetsko polje (iako se sada skrivena cˇestica nastavlja gibati
po nevidljivoj kruzˇnici), a pomoc´u uvjeta za prikazivanje objekta na ekranu postaje vidljiv
samo zˇeljeni kruzˇni luk i njegova duljina. Konkretno, uvjet za prikazivanje luka koji se
vidi na Slici 2.8 dan je na Slici 2.13. U uvjetu je potrebno uzeti u obzir smjer polja, predz-
nak naboja te polozˇaj tocˇke Q, a jedan kruzˇni luk odgovara dvjema kombinacijama smjera
polja i predznaka naboja.
Slika 2.13: Uvjet za prikaz kruzˇnog luka
Prilikom izrade igre Minigolf u prva je dva zadatka manje varijabli, tako da su odmah
konstruirane dvije opcije za kruzˇnu putanju i na svakoj od njih tocˇka koja predstavlja nabi-
jenu cˇesticu. Pritiskom na palicu za golf program provjerava unesene uvjete i prema njima
odabire koju c´e od ponudenih dviju opcija prikazati. Ovdje je problematicˇno sˇto se u pr-
vom zadatku cˇestica ne pocˇinje odmah kretati po kruzˇnici, vec´ se prvi dio puta (do ulaska u
magnetsko polje) giba po pravcu, dok je u drugome zadatku obrnuta situacija te se elektron
nakon gibanja po kruzˇnici giba po pravcu (tj. po mostu u apletu).
Ponovno je nezgodno sˇto se u GeoGebri ne mozˇe animirati tocˇka kad se ispuni zadani
uvjet. To je u ovom apletu rijesˇeno na nacˇin da se istovremeno animiraju sve tri tocˇke: ona
koja prikazuje cˇesticu sˇto putuje po pravcu (ona je prikazana od pocˇetka) te dvije koje se
gibaju po kruzˇnici (one su skrivene na pocˇetku). Duljine njihovih putanja odredene su tako
da se sve tri tocˇke u istom trenutku nakon pocˇetka animacije nadu u mjestu gdje cˇestica
ulazi u magnetsko polje. Tada se skriva cˇestica koja se gibala po pravcu, a prikazuje se ona
od preostalih dviju cˇestica koja zadovoljava unesene uvjete.
Josˇ jedan detalj u apletu jest iluzija da se pritiskom na palicu za golf ona doista po-
makne, sˇto je ostvareno takoder uvjetnim prikazivanjem objekta. Pritiskom misˇa na palicu
promijeni se vrijednost varijable t s 0 na 1, pocˇetna slika palice prikazuje se za vrijednost
t = 0, dok se za t = 1 ona skriva, a prikazuje se slika dobivena rotacijom pocˇetne oko vrha
palice za 5◦.
Trec´i se zadatak izraduje na slicˇan nacˇin, skriptirano je da se pritiskom na palicu za golf
animiraju tri razlicˇite tocˇke, dakako uz uvjet da su popunjena sva trazˇena polja u zadatku.
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Te tri tocˇke pripadaju svaka jednoj kruzˇnici cˇiji su radijusi odredeni unesenom vrijednosti
magnetskog polja B, ali im se sredisˇta razlikuju. Tocˇka Z2 pripada kruzˇnici sa sredisˇtem
lijevo od tocˇke u kojoj cˇestica ulazi u polje, ona se vidi ukoliko je ucˇenik pogresˇno oda-
brao smjer magnetskog polja ~B1. Tocˇke Z3 i Z4 pripadaju kruzˇnicama sa sredisˇtima desno
od ulazne tocˇke na pravcu koji dijeli polja, pri cˇemu su konstruirane tako da prva od njih
prolazi ulaznom tocˇkom, a druga je dodiruje izvana. Pri sastavljanju uvjeta za prikaziva-
nje tih dviju tocˇaka treba voditi racˇuna o dimenzijama polja unutar kojih se smiju nalaziti,
vremenskom intervalu tijekom kojega se prikazuju kako se ne bi osjetila promjena iz prika-
zivanja jedne u drugu tocˇku, vec´ kako bi se ostvario dojam da je cˇestica promijenila smjer
gibanja. Takoder, najvazˇniji uvjet za prikazivanje jest odabir smjera magnetskih polja.
Svi su zadatci u jednom apletu pa stoga prikazivanje svih objekata na ekranu dodatno
ovisi o broju trenutnog zadatka koji se kontrolira pritiskom na gumbe ”Prethodna rupa” i
”Sljedec´a rupa”. Oni ujedno vrac´aju zadatke u stanje prije rjesˇavanja. Na Slici 2.14 dan
je prikaz kartice Skriptiranje na klik gumba ”Prethodna rupa” kojim se prikazuju orginalni
polozˇaji i vrijednosti svih varijabli. Slicˇan se popis nalazi i u kartici Skriptiranje na klik
gumbi ”Sljedec´a rupa” i ”Pokreni ispocˇetka”.
Slika 2.14: Skriptiranje gumba ”Prethodna rupa”
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2.3 Harmonijsko titranje, 3. razred
U prethodna je dva odjeljka prikazana uloga GeoGebre pri rjesˇavanju zadataka i uvjezˇbavanju
nastavnih sadrzˇaja, ali to nije jedino cˇime ona mozˇe doprinijeti poboljsˇanju kvalitete nas-
tave fizike. U ovom su odjeljku iznesene josˇ dvije njezine funkcije: prirodno ostvarivanje
korelacije s Matematikom i pruzˇanje suptilne tehnolosˇke pozadine za analizu opazˇene po-
jave na primjeru kljucˇne cjeline u nastavi fizike trec´eg razreda gimnazije: Titranje. Na tu
se cjelinu nadovezuju velika podrucˇja kao sˇto su Valovi, a kasnije i Valna optika, zbog cˇega
je vazˇno da ucˇenici uspjesˇno usvoje terminologiju i osnovne pojmove jer bez njih ne mogu
pratiti daljnji nastavni sadrzˇaj.
Titranjem se naziva svako periodicˇno gibanje oko ravnotezˇnoga polozˇaja, no u sˇkolskoj
se fizici proucˇava samo harmonijsko titranje, odnosno, titranje koje uzrokuje elasticˇna sila
iznosa proporcionalnoga odmaku od ravnotezˇnog polozˇaja. Uredaji koji titraju na opisani
nacˇin nazivaju se harmonijskim oscilatorima. Ocˇekivanih ishodi navedeni u Prijedlogu
kurikuluma [?] ukljucˇuju opisivanje jednostavnih harmonijskih oscilatora, matematicˇko
povezivanje titranja i kruzˇnoga gibanja te tumacˇenje matematicˇkog opisa harmonijskog ti-
tranja. Od ucˇenika se ocˇekuje da mogu graficˇki prikazati ovisnost elongacije titranja o
vremenu, ocˇitati period i amplitudu titranja iz graficˇkog prikaza, povezati period i frekven-
ciju titranja te objasniti i primijeniti kruzˇnu frekvenciju; sˇto su sve postignuc´a koja se laksˇe
mogu ostvariti primjenom GeoGebra apleta.
Proucˇavanje harmonijskog osciliranja zapocˇinje njegovim opisivanjem i uvodenjem no-
vih pojmova kao sˇto su elongacija (pomak od ravnotezˇnog polozˇaja) i amplituda (maksi-
malna elongacija). Standardan pokus kojim se uvodi harmonijsko titranje jest promatranje
gibanja tijela na opruzi izvucˇenog iz ravnotezˇnog polozˇaja. Ucˇenici uocˇavaju da se na-
kon nekog vremena, kojemu se pridodaje naziv period, tijelo vrac´a u prvobitni polozˇaj i
titranje zapocˇinje ispocˇetka. Ovdje ucˇenicima treba usmjeriti pazˇnju na to da povrat ti-
jela u pocˇetnu tocˇku nije dovoljan da titranje zapocˇne ispocˇetka, vec´ da se ono u toj tocˇki
mora nac´i s brzinom i po iznosu i po smjeru jednakoj pocˇetnoj. Uz period, karakteristicˇna
fizikalna velicˇina koja se koristi za opisivanje titranja jest frekvencija - ona je jednaka re-
ciprocˇnoj vrijednosti perioda.
Buduc´i da se stanje harmonijskog oscilatora mijenja tijekom vremena - promatrano
tijelo u svakom trenutku ima svoju elongaciju, brzinu i akceleraciju; on se naziva di-
namicˇkim sustavom ([?], str. 26). Te se promjene mogu prikazati pomoc´u grafova ovisnosti
elongacije, brzine i akceleracije o vremenu. Jedan od nacˇina dolaska do tih ovisnosti jest
povlacˇenje analogije s periodicˇnim gibanjem koje je ucˇenicima otprije poznato, a radi se o
gibanju po kruzˇnici, na sˇto ucˇenike mogu asocirati pojmovi period i frekvencija s kojima
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su se susreli vec´ u prvome razredu.
Prije samoga povlacˇenja analogije nije losˇe obnoviti ucˇenicˇko znanje o jednolikom gi-
banju po kruzˇnici. U tu se svrhu mozˇe upotrijebiti aplet prikazan na Slici 2.15. Ucˇitelj
aplet mozˇe projicirati na platno ili bijelu plocˇu te pomoc´u klizacˇa u gornjem lijevom kutu
odrediti radijus putanje, masu tijela koje se kruzˇno giba te njegovu kutnu brzinu (od-
nosno, kruzˇnu frekvenciju). Pomicanjem klizacˇa za regulaciju radijusa mijenja se velicˇina
kruzˇnice, dok je prikaz povec´avanja mase tijela demonstriran povec´avanjem dimenzija ti-
jela. Ispod klizacˇa nalaze se dva potvrdna okvira: jedan za obodnu brzinu, a drugi za
centripetalnu silu. Odabirom tih opcija prikazuju se pripadni vektori (obodna brzina u cr-
venoj, a centripetalna sila u plavoj boji), pri cˇemu je istaknut i pravi kut izmedu vektora
brzine i radijusa kruzˇne putanje.
Slika 2.15: Jednoliko gibanje po kruzˇnici
Napravljena simulacija pokrec´e se pritiskom na tipku ”Play” nakon sˇto su pomoc´u
klizacˇa odabrani ulazni parametri, a zaustavlja u bilo kojem trenutku pritiskom na tipku
”Stop”. Prilikom prvog pokretanja animacije najbolje je ne ukljucˇivati prikaz vektora
obodne brzine i centripetalne sile.
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Ocˇigledno je da se gibanje tijela ponavlja nakon nekog vremena i ucˇenici ga prepoznaju
kao periodicˇno, a periodom gibanja T nazivaju vrijeme trajanja jednog okreta. Kako se br-
zina gibanja ne mijenja po iznosu, ucˇenici zakljucˇuju da put koji tijelo prijede za vrijeme
jednog perioda odgovara duljini kruzˇnice (odnosno, opsegu pripadnoga kruga). Zbog toga






, pri cˇemu se koristi ucˇenicima poznata matematicˇka formula
za opseg kruga.
Kruzˇna gibanja karakterizira josˇ jedna fizikalna velicˇina: kutna brzina. Ona se definira
kao promjena kuta u vremenu, odnosno, vrijedi ω =
2pi
T
iz cˇega slijedi relacija v = ω · r.
Sve navedene relacije bit c´e potrebne prilikom analiziranja titranja pa nije naodmet pod-
sjetiti ucˇenike na njih u okruzˇenju u kojem su ih prvi put susreli.
Ucˇenicima se mozˇe postaviti pitanje u kojem smjeru pokazuje vektor brzine pri gibanju
po kruzˇnici te kako bi to mogli uocˇiti u realnom pokusu. Oni iznose pretpostavke temeljene
na ranije stecˇenom znanju i vlastitom iskustvu: ako se vrti cˇep privezan na konac, vektor
smjera brzine cˇepa odgovara smjeru u kojem bi cˇep odletio da se u jednom trenutku pusti
konac iz ruke. Zatim ucˇitelj pritiskom na kvadratic´ uz oznaku ’obodna brzina’ cˇini vektor
brzine vidljivim, a prikazuje se i kut koji zatvaraju vektor brzine i radijus kruzˇnice. Ucˇitelj
ponovno pokrec´e animaciju poticˇuc´i ucˇenike da promatraju kako se mijenja oznacˇeni kut
tijekom gibanja. Ucˇenici uocˇavaju da je kut izmedu vektora brzine i radijusa uvijek pravi,
odnosno, pravac kojem pripada brzina je tangenta na kruzˇnicu. Uz to, promjenom parame-
tara ucˇenici i eksperimentalno mogu doc´i do zakljucˇka da je iznos brzine proporcionalan
kutnoj brzini i radijusu putanje, to jest, da vrijedi v = ω · r.
Konacˇno josˇ treba podsjetiti ucˇenike na uzrok jednolikog gibanja po kruzˇnici, sˇto je
pojam s kojim ucˇenici vjerojatno dobro barataju jer su se s centripetalnom silom susretali i
u drugim cjelinama (npr. Newtonov zakon gravitacije i u prethodnom odjeljku analizirano
gibanje nabijene cˇestice u magnetskom polju). Ponavljanje zavrsˇava utvrdivanjem o cˇemu
ovisi iznos centripetalne sile, sˇto se takoder mozˇe istrazˇiti pomoc´u apleta. Pritiskom na
kvadratic´ kraj kojega stoji natpis ’centripetalna sila’ prikazuje se sila koja djeluje na ti-
jelo. Pokretanjem animacije ucˇenici jasno vide da je ona uvijek usmjerena prema sredisˇtu,
a pomicanjem klizacˇa takoder uocˇavaju da povec´anje mase tijela koje se rotira, radijusa
rotacije ili kutne brzine vrtnje kao posljedicu ima povec´anje iznosa centripetalne sile (jer
vide kako se mijenja duljina vektora ~Fcp). Ovdje je izraz za centripetalnu silu izrazˇen na
rjede korisˇten nacˇin (Fcp = mrω2) jer c´e takav zapis biti potreban kasnije prilikom analize
harmonijskog titranja.
Napravljeni se aplet mozˇe primijeniti i u prvome razredu prilikom prvoga susreta ucˇenika
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s jednolikim gibanjem po kruzˇnici, samo sˇto je tada potrebno provesti detaljan istrazˇivacˇki
pristup, a ne samo skrac´enu verziju koja je ovdje dana. GeoGebra tada mozˇe olaksˇati
ucˇenicima vizualizaciju velicˇina s kojima se prije nisu susreli (primjerice, kruzˇna frekven-
cija) te analizu ovisnosti iznosa obodne brzine i centripetalne sile o ulaznim parametrima
gibanja. Ipak, ovaj bi aplet najbolje bilo koristiti kao dopunu i nadogradnju pokusa s real-
nim predmetima kao sˇto su cˇepovi na niti i slicˇno.
Nakon kratkoga podsjec´anja na karakteristike jednolikoga gibanja po kruzˇnici, ucˇenici
su spremni za analizu harmonijskog titranja. Ucˇitelj pomoc´u cˇepa na niti demonstrira jed-
noliko gibanje tijela mase m po kruzˇnici stalnom kutnom brzinom ω i to tako da cˇep vrti
u ravnini okomitoj na ravninu poda. Tijelo se obasja paralelnim snopom svjetlosti cˇime
se gibanje projicira na zaslon koji je okomit na ravninu rotacije (konkretno, zid ucˇionice
ili bijela plocˇa). Ucˇenici na zaslonu promatraju sjenu tijela u gibanju i uocˇavaju da sjena
titra s amplitudom jednakom radijusu kruzˇnice i periodom T oko ravnotezˇnog polozˇaja.
Nakon izvedenoga pokusa pri cˇemu su ucˇenici uocˇili vezu izmedu jednolikog gibanja po
kruzˇnici i harmonijskoga titranja, za detaljnije proucˇavanje pozˇeljno je koristiti simulaciju
(Slika 2.16) u kojoj je moguc´e pauzirati gibanje u razlicˇitim trenutcima i ispitivati pojedine
elemente.
Slika 2.16: Projekcija jednolikoga gibanja po kruzˇnici
Ucˇitelj pokrec´e animaciju u GeoGebri; pritiskom na tipku ”Play” cˇep se pocˇinje gibati
po kruzˇnici. Cˇep je duzˇinom povezan sa svojom ”sjenom na zidu” kako bi bilo uocˇljivo
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da su cˇep i njegova sjena uvijek na istoj visini. Prilikom prvoga pokretanja ucˇenici samo
trebaju prepoznati elemente simulacije i povezati ih s onima koje su promatrali u pokusu.
Slijede isprobavanja ponasˇanja sjene mijenjanjem amplitude i kruzˇne frekvencije; ucˇenici
potvrduju raniju pretpostavku da amplituda titranja odgovara radijusu kruzˇnice te da su pe-
riodi gibanja po kruzˇnici i titranja sjene na zastoru jednaki. Simulacija se vrac´a na pocˇetak
pritiskom na gumb ”Restart”.
Kljucˇni dio simulacije jest moguc´nost odabira potvrdnog okvira ”Trag tocˇke”, pri cˇemu
se ovdje ne radi o tragu tocˇke kakav se javlja kao standardna opcija u GeoGebri (jer taj trag
tocˇke nestaje prilikom osvjezˇivanja ekrana), vec´ o tragu na zamisˇljenom pokretnom papiru
koji kao da netko povlacˇi stalnom brzinom. Postupak je slicˇan pokusu sa zaljuljanim lijev-
kom u koji je usut pijesak, a ispod kojega se povlacˇi milimetarski papir. Prednost apleta
lezˇi u tome sˇto se jednostavno mozˇe mijenjati amplituda titranja, postupak je precizniji jer
je iskljucˇen ljudski faktor (brzina povlacˇenja papira uistinu je konstantna) te sˇto se na ovaj
nacˇin elegantno povezuju velicˇine vezane uz opis titranja s onima prisutnim u jednolikom
gibanju po kruzˇnici, sˇto je jedan od vazˇnih ishoda cjeline.
Nakon sˇto ucˇitelj odabere prikaz traga tocˇke, na podrucˇju desno od sjene iscrtava se
graf (Slika 2.16) i ucˇenici uocˇavaju da je elongacija sinusoidalna funkcija. Ucˇenicima
treba naglasiti da tako dobiveni graficˇki prikaz nije graf ovisnosti elongacije o vremenu
(jer se fiktivni papir ”povlacˇi u krivu stranu” pa je trenutak t = 0 na krajnjem desnom
dijelu grafa). Graf ovisnosti elongacije o vremenu dobiva se odabirom drugog potvrdnog
okvira (Slika 2.17). Njime se prikazuje tocˇka cˇija je x koordinata jednaka kutu koji je pre-
brisao cˇep prilikom rotacije, dok mu je y koordinata jednaka y koordinati sjene na zastoru u
danom trenutku. Zbog laksˇeg su uocˇavanja sjena i tocˇka povezane laganom isprekidanom
linijom. Pokretanjem animacije stjecˇe se dojam da ta tocˇka za sobom ostavlja trazˇeni graf.
Nakon sˇto se dobiveni graf projicira na plocˇu, potrebno ga je analizirati i na taj nacˇin
doc´i do matematicˇkog opisa harmonijskog titranja. U tom se trenutku ostvaruje korela-
cija Matematike i Fizike. Naime, ucˇenici u prvome polugodisˇtu trec´ega razreda na nastavi
matematike detaljno proucˇavaju trigonometrijske funkcije, u sklopu cˇega se detaljno bave i
njihovim grafovima. Ucˇe crtati graf funkcije sinus pomoc´u brojevne kruzˇnice, i to na nacˇin
da se na x-os stavlja vrijednost kuta t u radijanima, a na y-os ordinata tocˇke T = E(t), pri
cˇemu je t po volji odabran realni broj, a T = E(t) njemu odgovarajuc´a tocˇka na jedinicˇnoj
brojevnoj kruzˇnici. Simbolom E oznacˇeno je eksponencijalno preslikavanje pa je prema
definiciji trigonometrijskih funkcija T = (cos t, sin t). Dakle, vrijednost funkcije kosinus
je apscisa, a vrijednost funkcije sinus ordinata odgovarajuc´e tocˇke na kruzˇnici, zbog cˇega
navedeno crtanje grafa funkcije sinus ima smisla.
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Slika 2.17: Graf ovisnosti elongacije o vremenu
Nakon crtanja grafa funkcije sinus uvodi se harmonijska funkcija f (x) = C sin(ωx+ϕ),
cˇiji se graf naziva sinusoida. Imenuju se simboli: C > 0 je pozitivna konstanta koja se
naziva amplituda, ω je kruzˇna frekvencija, a ϕ fazni pomak. Konacˇno, nastavna jedinica
zavrsˇava rjesˇavanjem niza zadataka u kojima je potrebno graficˇki prikazati funkcije kao
sˇto je npr. f (x) = 1.5 sin(3x − pi), pri cˇemu se odreduju period i nultocˇke funkcije. Za
istrazˇivanje ovisnosti izgleda grafa o navedenim konstantama takoder se mozˇe koristiti
GeoGebra, sˇtovisˇe, upravo joj je to jedna od osnovnih namjena - promatranje promjene
graficˇkog prikaza funkcije u ovisnosti o ulaznim parametrima.
U vec´ini sˇkola provede se slicˇna analiza za grafove funkcija kosinus, tangens te ko-
tangens i time se zakljucˇuje nastavna cjelina, bez spomena fizikalne interpretacije iako je
harmonijsko gibanje kao fizikalni fenomen upravo osnova za uvodenje harmonijske funk-
cije, a konstante C, ω i ϕ svoj smisao poprimaju tek povezivanjem harmonijskog titranja s
ranije analiziranim gibanjem po kruzˇnici.
Prema ucˇenicˇkim ocˇekivanjima, promjenom amplitude i kruzˇne frekvencije mijenja se
oblik grafa: povec´avanjem amplitude graf se izduzˇuje, dok povec´avanjem kruzˇne frekven-
cije postaje sve uzˇi. Sa Slike 2.17 ucˇenici mogu odrediti period, a time i kruzˇnu frekvenciju
pomoc´u relacije ω =
2pi
T
. Primjec´uju da dobivena vrijednost odgovara zadanom parametru
kruzˇnoga gibanja te da ju nisu morali racˇunati. Nakon sˇto odrede i amplitudu, elongaciju
harmonijskog titranja zapisuju u obliku y(t) = A sin(ωt).
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U apletu postoji i opcija pridavanja pocˇetne faze titranja pomoc´u klizacˇa na dnu lije-
voga stupca. Promatranjem razlicˇitih moguc´nosti, ucˇenici uocˇavaju da se mozˇe zapisati
i opc´enitija veza elongacije i vremena: y(t) = A sin(ωt + ϕ), pri cˇemu je ϕ pocˇetna faza
titranja, odnosno, fazni pomak.
Na analogan se nacˇin mozˇe doc´i i do grafova ovisnosti brzine i akceleracije o elonga-
ciji (promatraju se njihove projekcije na zastor). Ovdje je josˇ opisan nacˇin na koji se mozˇe
izvesti iznos kruzˇne frekvencije pomoc´u parametara sustava (to jest, mase tijela i kostante
elasticˇnosti opruge). Prilikom ponavljanja kruzˇnog gibanja izveden je izraz za centripe-
talnu silu prema kojemu je Fcp = mAω2. Sila koja je odgovorna za titranje sjene u smjeru
osi y je komponenta centripetalne sile, i to njezina projekcija na os y. U nekom trenutku
t sila iznos te komponente je Fcp sin(ωt), sˇto se mozˇe dobiti iz slicˇnosti trokuta. U istom
tom trenutku harmonijska sila iznosi ky = kA sin(ωt). Izjednacˇavanjem tih dviju jednakosti





Ucˇenici primjec´uju da kruzˇna frekvencija pa time ni period niti frekvencija tritranja, ne
ovise o amplitudi, niti akceleraciji sile tezˇe, vec´ samo i iskljucˇivo o masi tijela i konstanti
elasticˇnosti opruge promatranog harmonijskog oscilatora. Taj je zakljucˇak vazˇno naglasiti
jer se radi o vrlo cˇestoj miskoncepciji ucˇenika. Dobro se josˇ jednom vratiti na aplet i us-
mjeriti pazˇnju ucˇenika da se period titranja ne mijenja promjenom amplitude.
GeoGebra je u ovom primjeru posluzˇila kao alat za jednostavno mijenjanje parame-
tara zadatka te je olaksˇala proces povezivanja harmonijskog titranja s jednolikim gibanjem
po kruzˇnici pruzˇajuc´i ucˇenicima vizualnu potporu koju je nemoguc´e postic´i bez racˇunalne
simulacije. Omoguc´ila je istrazˇivanje razlicˇitih ovisnosti medu varijablama te preciznost
pri izvodenju eksperimenta koja je nedostizˇna ljudskoj ruci. Osim toga, analiziranjem gra-
fova koji se dobivaju promjenom radijusa kruzˇnice i kutne brzine pomoc´u klizacˇa mozˇe
se ostvariti jasna poveznica izmedu elongacije, amplitude A i kruzˇne frekvencije ω te se
iz graficˇkog prikaza mozˇe odrediti matematicˇki opis titranja. Tako se ucˇenicima otprije
poznata matematicˇka formula stavlja u realni kontekst.
Izrada apleta
Izrada apleta zapocˇinje stvaranjem prikaza eksperimentalnoga postava kako bi ucˇenicima
bilo cˇim jednostavnije povezati simulaciju s pokusom koji su ranije promatrali. Potrebno
je umetnuti sliku zˇarulje (ili rasvjetnog tijela po zˇelji ucˇitelja) da bi na prvi pogled bilo
jasno iz kojeg smjera svjetlost dolazi te gdje nastaje sjena. Iako prilikom stvarne izrade
pokusa putanja nije vidljiva, upravo je njezino prikazivanje jedna od prednosti racˇunalne
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simulacije. Kako bi bilo ocˇito da je ta kruzˇnica fiktivna, mozˇe se urediti tako da ne bude na-
crtana punom, vec´ isprekidanom crtom. Ona nije zadana fiksnim radijusom, vec´ je umetnut
klizacˇ A koji predstavlja amplitudu, a samim time i radijus kruzˇnice. Promjenom vrijed-
nosti klizacˇa mijenja se i velicˇina kruzˇne putanje.
Slijedi izrada animacije tocˇke na kruzˇnici. U ovom apletu nije dovoljno samo animi-
rati tocˇku koja je vezana uz putanju (sˇto se mozˇe ucˇiniti desnim pritiskom misˇa na tocˇku i
odabirom opcije Animiraj), vec´ je glavni cilj stvaranje graficˇkog prikaza gibanja iz kojega
se mozˇe doc´i do opisa titranja. Zbog toga je potrebno odrediti kut koji je cˇep presˇao od
pocˇetnog trenutka pa se prvo definira kut (u radijanima) koji se umec´e kao zasebni klizacˇ,
dok je tocˇka koja predstavlja cˇep dobivena kao presjek jednoga kraka definiranoga kuta s
kruzˇnicom. Ta se tocˇka mozˇe urediti na visˇe nacˇina: jedan je da se doista umetne slika plu-
tenog cˇepa cˇiji se polozˇaj na ekranu vezˇe uz tu tocˇku, a drugi nacˇin koji je ovdje korisˇten
jest promjena njezine boje, velicˇine i oblika (dijalosˇki okvir Svojstva objekta, kartice Boja
i Stil). U izborniku Oblik tocˇke u kartici Stil postoji jedanaest razlicˇitih izbora za izgled
tocˇke, odabran je onaj u obliku trokuta koji mozˇe vizualno predstaviti cˇep boce.
U aplet se zatim dodaju ikone ”Play”, ”Pause” i gumb ”Restart” kojima se pokrec´e i
zaustavlja animacija (naredbe se unose u karticu Skriptiranje na klik). Pokretanjem ani-
macije mijenja se vrijednost definiranoga kuta, a samim time i polozˇaj tocˇke na kruzˇnici.
Korak povec´anja mora biti dovoljno malen da bi se ostvario dojam kontinuiranoga gibanja.
Brzina klizacˇa odredena je s
ω
2pi
, pri cˇemu je ω kruzˇna frekvencija koja se u aplet unosi
pomoc´u klizacˇa. Promjenom njezine vrijednosti, mijenja se brzina pomicanja tocˇke po
kruzˇnici.
Dodatno se definira i pocˇetna faza umetanjem klizacˇa s minimumom 0, a maksimumom
2pi. Ovdje je pak kao korak povec´anja odabrano pi/4 kako bi bilo laksˇe precizno odrediti
zˇeljeni pocˇetni polozˇaj. Buduc´i da GeoGebra prikazuje vrijednosti kuta u radijanima kao
decimalne brojeve, ispod klizacˇa umetnut je dinamicˇan tekst definiran kao TekstRazlom-
kom(round(γ/◦4/180)/4)pi, pri cˇemu je s γ oznacˇena pocˇetna faza, jer se tako dobiva pri-
rodniji zapis u obliku razlomka.
Konacˇno se izraduju graficˇki prikazi titranja. Prvo je potrebno urediti koordinatne osi.
U dijalosˇkom okviru Postavke - graficˇki prikaz odabire se opcija prikazivanja samo pozi-
tivnoga dijela x - osi te se na njoj prikazuju radijani. Kao zˇeljeni razmak unosi se pi/2. Na
y - osi ostavljaju se standardne oznake.
Kako bi se postigao dojam ostavljanja traga titranja na papiru koji se jednoliko povlacˇi,
definira se funkcija f na sljedec´i nacˇin: Ako(0 < x ≤ α/ω,−A sin(ωx − α − γ)), pri cˇemu
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je α kut pomoc´u kojega je definiran polozˇaj tocˇke na kruzˇnici i koji se animira pritiskom
na tipku ”Play”. Iz definicije funkcije odmah je vidljivo da c´e se izgled njezinoga grafa
mijenjati u ovisnosti o unesenim parametrima, a pocˇetni uvjet regulira koliki je dio grafa
funkcije prikazan, pocˇevsˇi od y - osi koja predstavlja zid. Funkcija se povezuje s potvrdnim
okvirom ”Trag tocˇke” te je njezin graf prikazan samo kada je ta opcija potvrdena.
Ovisnost elongacije o vremenu graficˇki se prikazuje odabirom drugoga potvrdnoga ok-
vira koji se vezuje uz funkciju g definiranu kao: Ako(0 < x ≤ α/ω, A sin(ωx + γ)). Za
razliku od ranije definirane funkcije f , ovdje je kut α potreban samo pri uvjetu prikaziva-
nja, dok je funkcija definirana na standardan nacˇin za harmonijsko titranje. Postavljanje
uvjeta prikazivanja kljucˇno je kako bi iscrtavanje grafa odgovaralo jednolikom kruzˇenju
tocˇke po kruzˇnici.
U aplet se dodaje i tekstualno polje koje omoguc´uje upravljanje tocˇkom na kruzˇnici.
Kako je ona definirana pomoc´u kuta, nije ju moguc´e misˇem pomaknuti na zˇeljenu pozi-
ciju, vec´ se njezin polozˇaj unosi u obliku kuta u radijanima koji je tocˇka pri gibanju pre-
brisala (upisuje se u tekstualno polje povezano s α). Pokretanjem animacije u tekstualnom
se polju u svakom trenutku mozˇe vidjeti vrijednost kuta α. Ukoliko ucˇitelj zˇeli prikazati,
na primjer, graf koji prikazuje ovisnost elongacije o vremenu nakon sˇto je protekao jedan
period, u polje upisuje vrijednost 6.28 i potvrduje pripadni potvrdni okvir, a na ekranu se
pojavljuje odgovarajuc´i dio grafa funkcije koji se zatim mozˇe analizirati.
Za bolje razumijevanje toga sˇto predstavlja prikazani graf, definira se tocˇka za koju se
cˇini da ga iscrtava kao (α/ω, y(T )). Kao sˇto se vidi iz definicije, njezina je x koordinata
vrijeme proteklo od pocˇetka gibanja, dok je y koordinata elongacija sjene na zidu. Trag
koji ta tocˇka ostavlja za sobom upravo je ovisnost elongacije o proteklom vremenu.
Aplet se mozˇe dodatno nadopuniti grafovima koji prikazuju ovisnost brzine i akcelera-
cije tijela koje titra o vremenu (najjednostavnije prikazom grafova prve i druge derivacije
funkcije g).
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2.4 Bohrov model atoma, 4. razred
U prosˇlom je odjeljku prikazano kako je moguc´e pomoc´u GeoGebre vjerno reprezentirati
realnu fizikalnu pojavu sˇto su je ucˇenici prvo opazili eksperimentalnim putem te zatim
povezali sa svakodnevnim iskustvom. U primjeru koji slijedi GeoGebra je korisˇtena kao
jedini izvor opazˇanja situacije, ne iskljucˇivo zbog toga sˇto se radi o pojavi mikroskopske
razine, vec´ i zato sˇto je moderna fizika dokazala kako je sam model pogresˇan, te se izucˇava
zbog povijesne vazˇnosti i revolucionarnog nacˇina pristupa fizici atoma.
Radi se o vjerojatno najpoznatijem modelu atoma, onome je sˇto ga je predlozˇio danski
fizicˇar Niels Bohr 1913. godine [?]. Njegov je model svojevrsno usavrsˇavanje Rutherfor-
dova modela koji pretpostavlja kako je atom slicˇan planetarnom sustavu, a sastoji se od
pozitivno nabijene jezgre i elektrona koji kruzˇe oko nje. Eksperiment kojim je Ruther-
ford dosˇao do takvoga modela jedan je od najpoznatijih eksperimenata u fizici. Njegov je
atom poprilicˇno ”prazan” jer je gotovo sva masa sadrzˇana u jezgri, a elektroni se gibaju po
kruzˇnim putanjama sa sredisˇtem u jezri i radijusom cˇija je duljina priblizˇno 10−10 m. Ulogu
centripetalne sile pri takvom kruzˇnom gibanju preuzima privlacˇna Coulombova elektros-
tatska sila izmedu pozitivnih i negativnih naboja.
Problem s Rutherfordovim modelom lezˇi u tome sˇto se protivi zakonima elektrodina-
mike jer nabijena cˇestica koja kruzˇi ujedno i ubrzava, a pritom zracˇi energiju. Elektron
bi zbog gubitka energije vrlo brzo trebao izgubiti energiju i po spiralnoj putanji pasti na
jezgru. Kako bi popravio navedeni nedostatak modela, a ujedno i objasnio Balmerovu for-
mulu za spektralne linije u vidljivom dijelu spektra vodika, Bohr donosi dva postulata:
1. Gibanje elektrona oko jezgre moguc´e je samo po strogo odredenim kruzˇnim puta-
njama. Pri kruzˇenju oko jezgre po toj putanji elektron ne zracˇi energiju.
Preciznije, Bohr je specificirao da su dozvoljene samo one putanje za koje vrijedi da
je r · me · v = n~, gdje je n prirodan broj, a ~ reducirana Planckova konstanta. Ucˇenici
umnozˇak radijusa putanje i kolicˇine gibanja elektrona prepoznaju kao kutnu kolicˇinu giba-
nja ili zamah elektrona, prisjec´ajuc´i se sadrzˇaja iz cjeline Rotacija krutog tijela. U mnogim
se sˇkolama ta cjelina preskacˇe, pa se i Bohrov postulat izricˇe uz presˇuc´ivanje navedenoga
uvjeta koji je iznimno znacˇajan Bohrov doprinos razvoju moderne fizike.
Bohr je, dakle, kvantizirao kutnu kolicˇinu gibanja elektrona L i postavio kao uvjet da L
mozˇe poprimiti vrijednosti iskljucˇivo cjelobrojnih visˇekratnika reducirane Planckove kons-
tante. Iz navedenog se postulata uocˇavanjem da Coulombova sila ima ulogu centripetalne
sile mozˇe izvesti cˇemu je jednak polumjer prve putanje u vodikovom atomu te on iznosi
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r1 = 5.3 ·10−11 m. Sve ostale putanje su kvantizirane i imaju polumjere rn = n2 · r1, do cˇega
se takoder mozˇe doc´i racˇunskim putem, ali sam je racˇun manje instruktivan od ideje koja
se ucˇenicima mozˇe vizualno predocˇiti uporabom apleta u GeoGebri.
2. Atom emitira elektromagnetno zracˇenje jedino kad elektron prelazi s orbite vec´eg
polumjera na onu manjeg polumjera. Pritom izracˇi foton energije koja je jednaka razlici
energija elektrona na pojedinim orbitama.
Kako iz prethodnoga postulata proizlazi da je i energija elektrona kvantizirana te za n-tu
razinu vodikova atoma iznosi En = − 1n2 ·13.6 eV, to je energija izracˇenoga fotona prilikom
prijelaza elektrona s orbite vec´eg polumjera n na orbitu manjeg polumjera m jednaka








Ta je formula objasnila linijske spektre atoma vodika, a iako su pokusi sa spektrima
atoma helija pokazali da je Bohrov model pogresˇan, on ima veliko znacˇenje jer je primije-
nio ideju kvantizacije na model atoma. Da bi se ucˇenicima zorno predocˇio Bohrov model
atoma, mozˇe se korisititi simulacija u GeoGebri.
Slika 2.18: Bohrov model atoma vodika
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Ucˇitelj prije pokretanja animacije raspravlja s ucˇenicima o slici koju vide projiciranu
na platnu ili bijeloj plocˇi (Slika 2.18). Prije svega, ucˇenici uocˇavaju da je prikazan atom s
jednim protonom i jednim elektronom te zakljucˇuju da se radi o atomu vodika (ostvarivanje
korelacije s Kemijom). Metodom dijaloga ucˇenici se prisjec´aju Rutherfordovoga modela
atoma i navode njegove nedostatke, a tada nastavnik predstavlja Bohrove postulate kao
prijedlog rjesˇenja tih nedostataka. Prema prvom Bohrovom postulatu gibanje elektrona
moguc´e je samo po prikazanim putanjama, koje ucˇenici identificiraju kao koncentricˇne
kruzˇnice sa sredisˇtem u jezgri atoma.
Buduc´i da su pred kraj prethodne nastavne godine ucˇenici na nastavi matematike naucˇili
kako glasi jednadzˇba kruzˇnice, ucˇitelj mozˇe povezati to njihovo znanje s konkretnom si-
tuacijom. Pritiskom misˇa na potvrdni okvir u desnom kutu simulacije nastavnik odabire
prikaz koordinatnog sustava u ravnini. Sada, uz diskusiju o mjerilu crtezˇa (takvo da 1
predstavlja duljinu polumjera prve putanje u vodikovom atomu), ucˇitelj trazˇi od ucˇenika
da napisˇu jednadzˇbe nacrtanih koncentricˇnih kruzˇnica i iz njih ocˇitaju radijuse. Ucˇenici
uocˇavaju da putanje nisu ekvidistantne, vec´ da se njihov razmak povec´ava. Takoder, iz
ocˇitanih vrijednosti samostalno induktivnom metodom dolaze do relacije rn = n2 · r1. Ov-
dje nije losˇe prokomentirati matematicˇku pozadinu dobivene veze duljina polumjera te ju
prepustiti naprednijim ucˇenicima za provedbu kod kuc´e.
Sada ucˇitelj mozˇe sakriti koordinatne osi i pokrenuti animaciju (Slika 2.19). Njome se
prenosi ideja da samo foton odredene energije mozˇe pobuditi elektron u visˇe stanje. To se
cˇini na nacˇin da prije pokretanja animacije ucˇitelj prema sugestijama ucˇenika odabere valnu
duljinu fotona pomoc´u klizacˇa (ili izravnim upisivanjem vrijednosti u tekstualno polje) u
gornjem desnom kutu. Zatim se pritiskom na gumb ”Pokreni” emitira foton koji dolazi do
elektrona sˇto kruzˇi po osnovnoj putanji. Boja emitiranoga fotona odgovara zadanoj val-
noj duljini. Ukoliko je energija fotona bila takva da odgovara razlici energija stacionarnog
stanja orbite vec´eg polumjera i one na kojoj se elektron originalno nalazi, elektron biva
pobuden i prelazi na visˇu razinu gdje kratko vrijeme nastavlja svoje gibanje. Pri povratku
u osnovno stanje atom emitira foton iste energije kao sˇto ju je imao upadni.
Ukoliko energija upadnoga fotona nije zadovoljila uvjet, atom ga ne apsorbira i elektron
se nastavlja gibati na osnovnoj razini. Animacija se mozˇe pokrenuti ispocˇetka pritiskom
na gumb ”Reset”, do tada c´e se elektron nastaviti gibati po osnovnoj putanji. Pitanje koje
cˇesto zbunjuje ucˇenike jest gdje se nalazi elektron u Bohrovom modelu atoma prilikom
prijelaza s jedne razine na drugu. Ova simulacija vizualno odgovara na to pitanje: prijelaz
s jedne razine na drugu je trenutan, elektron nikada nije u podrucˇju izmedu dozvoljenih
orbita niti putuje od jedne do druge, naprosto se translatira.
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Slika 2.19: Pobudivanje elektrona
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Kao sˇto se mozˇe uocˇiti na stripu prikazanome na Slici 2.19, postoji moguc´nost odabira
prikaza energijskog dijagrama povezanoga s modelom vodikova atoma. Dok je atom na
najnizˇoj razini u vodikovome atomu, njegova je energija - 13.6 eV, a kad ga foton pobudi
u sljedec´u orbitu, energija mu postaje -3.4 eV. Zadatak koji se mozˇe zadati ucˇenicima prije
prikazivanja energijskoga dijagrama jest da iz cˇinjenica da je elektron na pocˇetku na os-
novnoj razini, a valna duljina fotona koji je pobudio elektron iznosi 122 nm, izracˇunaju
energiju elektrona u pobudenom stanju te da odrede o kojem je stanju rijecˇ. Za to c´e im




ranije naveden izraz koji povezuje energiju elektrona s razinom na kojoj se nalazi.
S ucˇenicima svakako treba prokomentirati negativni predznak energije elektrona i po-
jasniti ideju energije vezanja elektrona, odnosno, energiju ionizacije. Takoder, dobro je
potaknuti razrednu raspravu o tome sˇto c´e se dogoditi ukoliko se elektron u atomu pogodi
fotonom energije vec´e nego sˇto je njegova energija vezanja. Ucˇenici c´e najvjerojatnije us-
pjesˇno povuc´i paralelu s fotoelektricˇnim efektom i doc´i do ideje da se elektron izbaci iz
atoma te nastavi gibati brzinom koja ovisi o energiji upadnoga fotona.
Aplet sadrzˇi josˇ jedan dio uz Bohrov model atoma, a to je simulacija dobivanja Bal-
merove serije do koje se dolazi pritiskom na gumb ”Balmer” u donjem desnom kutu. Na
klasicˇan Bohrov model mozˇe se vratiti pritiskom na tipku ”model”. Balmerova serija po-
drazumijeva niz od cˇetiri spektralne linije u vidljivom dijelu spektra atoma vodika koje
se dobivaju tako da elektroni s visˇih energijskih nivoa silaze na drugu razinu. U ovom je
apletu omoguc´eno prikazivanje emisija koje se dogadaju prilikom silazˇenja s trec´e i cˇetvrte
orbite na drugu.
Pokretanjem tog dijela apleta (Slika 2.20) u gornjem se desnom kutu javljaju dva po-
tvrdna okvira pomoc´u kojih korisnik (ucˇitelj ukoliko projicira aplet na plocˇu, ali mogu
i ucˇenici samostalno na tabletima ili pametnim mobitelima) bira postavlja li elektron u
pocˇetnom trenutku na trec´u ili cˇetvrtu orbitu, to jest, energetsku razinu. Ponovno postoji
opcija prikaza energijskog dijagrama koja se odabire postavljanjem kvacˇice u potvrdni ok-
vir. Pritiskom na tipku ”Pokreni” elektron se pocˇinje gibati po odabranoj putanji. Nakon
kratkog vremena, atom emitira foton i elektron se spusˇta na drugu razinu. Ubrzo elektron
silazi na osnovnu razinu, a kao sˇto se mozˇe vidjeti iz energijskog dijagrama, pritom gubi
energiju. Ucˇenici se mogu pitati zasˇto se sada nije emitirao foton, a odgovor je da se foton
emitirao, ali nije u vidljivome dijelu spektra. Ukoliko zˇele i njega vidjeti, ucˇenici trebaju
potvrditi opciju ”pokazˇi i UV dio spektra” koja se nalazi uz gumb ”Balmer”.
Ucˇenici mogu uocˇiti da se prijelazom s trec´e razine na drugu emitira foton cˇija valna
duljina pripada crvenoj svjetlosti, a prijelazom sa cˇetvrte razine na drugu emitira se plava
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Slika 2.20: Balmerova serija (3. razina)
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svjetlost. Prilikom prijelaza s druge na prvu razinu emitira se ultraljubicˇasta svjetlost, sˇto
je ocˇekivano jer je oslobodena energija vec´a, pa valna duljina mora biti manja.
Fizika atoma ucˇenicima je vrlo apstraktna prvenstveno jer se, za razliku od vec´ine dru-
gih podrucˇja fizike koja se poucˇavaju u sˇkoli, nije moguc´e pozvati na vlastito iskustvo.
Svaka zorna animacija ovoga oblika pomazˇe ucˇenicima u razumijevanju i upamc´ivanju no-
vih informacija. Za matematicˇke izvode relevantnih relacija potrebno je poznavanje kako
gradiva fizike prethodnih razreda (gibanje po kruzˇnici, elektrostatska sila,...), tako i mate-
matike vezana uz krug i kruzˇnicu te osnova kemije. Dakle, na ovom se primjeru ostva-
ruju vertikalna i horizontalna korelacija nastavnih sadrzˇaja cˇime se obogac´uje i uskladuje
ucˇenicˇko znanje, razvijaju sposobnosti analiziranja i sintetiziranja te otvaraju vrata za
daljnje prosˇirivanje i produbljivanje znanja. Diskutiranjem o prednostima i nedostatcima
Bohrova modela atoma ucˇenici razvijaju i kriticˇko misˇljenje te spoznaju znanstveni pro-
ces kao stalno mijenjanje ljudskih interpretacija svijeta oko nas, usavrsˇavanje modela i
prilagodavanje novim spoznajama.
Kljucˇnu je ulogu u tom procesu imala upravo GeoGebra. Zahvaljujuc´i njoj bilo je
moguc´e provesti pokus uz promjenu ulaznoga parametra onoliko puta koliko je ucˇitelj
smatrao potrebnim. Pruzˇila je ucˇenicima priliku da ”iz prve ruke” samostalno uocˇe kljucˇne
karakteristike Bohrova modela atoma (elektroni se gibaju po tocˇno odredenim kruzˇnim
putanjama koje nisu medusobno jednako razmaknute; da bi se mogao apsorbirati, foton
mora biti tocˇno odredene energije) i takoder iskoriste znanje iz matematike u novoj situ-
aciji. Pozitivna strana svakako je i povezivanje prikaza atoma vodika s pripadnim ener-
gijskim dijagramom pri cˇemu se prijelazi elektrona s jedne razine na drugu istovremeno
prikazuju u oba dijagrama; dinamicˇnost i interaktivnost simulacije doprinose zadrzˇavanju
pazˇnje ucˇenika.
Izrada apleta
Pri izradi apleta kombiniraju se metode i opcije GeoGebre koje su opisane u prethodnim
odjeljcima. Prvo se konstriraju koncentricˇne kruzˇnice odgovarajuc´ih radijusa, sredisˇte se
dodatno ureduje buduc´i da ono predstavlja jezgru vodikova atoma. Na svaku se kruzˇnicu
vezuje tocˇka koja predstavlja elektron; uvjeti za njihovo prikazivanje dodaju se kasnije jer
ovise o vremenu proteklom od pocˇetka animacije i odabiru valne duljine upadnoga fotona.
Pri pocˇetku korisˇtenja simulacije predvideno je analiziranje medusobnog odnosa du-
ljina radijusa koncentricˇnih kruzˇnica, za sˇto je potrebno smjestiti model atoma u koordi-
natni sustav u ravnini. Iako se to mozˇe ucˇiniti desnim pritiskom misˇa na prazan prostor na
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ekranu te odabirom opcija Koordinatne osi i Mrezˇa, ovdje je zbog jednostavnosti korisˇtenja
apleta napravljen gumb ”Pokazˇi/sakrij koordinatni sustav” te je definiran broj mreza u ovis-
nosti o kojem se sustav prikazuje, odnosno sakriva. Naredbe unesene u karticu Skriptiranje
na klik prikazane su na Slici 2.21.
Slika 2.21: Prikaz koordinatnog sustava u ravnini
Najvazˇniji dio apleta jest odabir valne duljine upadnoga fotona i njegovo animiranje.
Naravno, valna duljina unesena je kao broj u obliku klizacˇa te se u apletu mozˇe mijenjati
ili pomicanjem klizacˇa ili upisivanjem konkretne valne duljine u tekstualni okvir povezan
s tim klizacˇem (jer je inacˇe tesˇko namjestiti zˇeljenu vrijednost). Fotoni su umetnuti kao
slike (svaka boja je druga slika) te se prikazuju u ovisnosti o odabiru valne duljine. Polozˇaj
svake od tih slika odreden je njihovim vrhovima, a kao donji desni vrh svake postavlja se
tocˇka koja je vezana na zadanu duzˇinu postavljenu tako da foton uvijek ”pogodi” elektron,
to jest, ne mozˇe se dogoditi da ga mimoide. Na pocˇetku animacije vrh slike poklapa se
s jednim krajem duzˇine. Pritiskom na gumb ”Pokreni” animiraju se elektron na pocˇetnoj
razini, vrh slike na duzˇini (giba se od kraja prema elektronu) i klizacˇ vrijeme (minimalna
vrijednost mu je 0, a maksimalna 5) pomoc´u kojega je regulirano prikazivanje elektrona.
Ukoliko je valna duljina takva da dode do apsorpcije fotona, njegova slika nakon za-
danoga vremena nestaje, a skriva se i elektron u najnizˇoj razini, dok se prikazuje elektron,
odnosno, tocˇka na koncentricˇnoj kruzˇnici, visˇe razine. Ukoliko nije odabrana dobra valna
duljina, foton nastavlja gibanje po zadanoj duzˇini te je uvjetovano da se slika fotona sakrije
kada njezin vrh dode do drugoga kraja duzˇine. Na analogan se nacˇin emitira foton prili-
kom prelaska elektrona iz pobudenoga stanja u osnovno, samo je potrebno voditi racˇuna
o duljini duzˇine za koju je slika fotona vezana tako da brzina kojom se slika krec´e ostane
jednaka brzini slike upadnog fotona (vec´ je ranije diskutirana ovisnost brzine gibanja tocˇke
o duljini putanje). Uvjet za prikazivanje elektrona na osnovnoj razini glasi:
(vrijeme < 2.5 || vrijeme > 3.75 || λ , 122 && λ , 103 && λ , 97) && zad == 1 ||
zad == 2 && vrijeme == 5.
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Na slicˇan se nacˇin iskazuju i uvjeti za preostale elektrone. Energijski dijagram sas-
toji se od paralelnih duzˇina uz koje su navedene pripadne energije i tocˇke koja predstavlja
elektron na svakoj od njih. Uvjeti za prikazivanje elektrona u energijskome dijagramu ek-
vivalentni su onima za prikaz elektrona u modelu atoma.
Drugi dio apleta namijenjen proucˇavanju Balmerovih linija prikazuje se pritiskom na
gumb ”Balmer” kojim se broj zad mijenja s 1 na 2. Dijelovi apleta uvjetno se prikazuju
u ovisnosti o tome je li vrijednost tog broja 1 ili 2; na primjer, ranije opisani upadni fo-
toni prikazuju se samo kad je zad = 1. Za drugi dio apleta potrebno je izraditi potvrdne
okvire pomoc´u kojih korisnik odabire je nalazi li se elektron u pocˇetnom stanju na trec´oj
ili cˇetvrtoj razini. Gibanje elektrona po koncentricˇnim kruzˇnicama te emitiranje fotona
izvedeno je na isti nacˇin kao ranije, s time da se ovdje mozˇe regulirati prikazivanje UV
dijelova spektra pomoc´u josˇ jednoga potvrdnog okvira (postavljen je uvjet na slike fotona
odgovarajuc´ih valnih duljina).
Zakljucˇak
U ovome je radu dan sazˇeti pregled ideja za primjenu GeoGebre u razlicˇitim aspektima
nastave matematike i fizike, cˇime su jedva dodirnute prednosti sˇto ih GeoGebra sa sobom
donosi. Kao ucˇiteljev suradnik u nastavi, GeoGebra ima cˇitav niz pozitivnih strana, samo
neke od kojih su prikazane u ovome radu. Ona poticˇe ucˇenicˇku intelektualnu radoznalost,
kreativnost i sposobnost logicˇkog razmisˇljanja nudec´i opciju istrazˇivanja pojava i situacija.
Ekonomicˇna je: omoguc´ava ucˇenicima prolazak kroz mnogo razlicˇitih primjera osigura-
vajuc´i usmjeravanje pazˇnje na sadrzˇaj koji je nov i kljucˇan te time stvara produktivniju i
efikasniju radnu atmosferu. Aktivira ucˇenike jer nastavni sadrzˇaji nisu samo izrecˇeni, vec´
ih ucˇenici samostalno otkrivaju, a time i bolje pamte. Matematicˇke i fizikalne igre osigura-
vaju dodatnu motivaciju za uvjezˇbavanje nastavnih sadrzˇaja, a lako izradeni apleti razvijaju
vjesˇtine ucˇenicima potrebne za daljnji napredak i ulaz u svijet buduc´nosti.
Osim primjene u nastavi matematike, kao sˇto je pokazano u radu, GeoGebra se mozˇe
koristiti i za stvaranje simulacija fizikalnih pojava. Time pruzˇa moguc´nost primjene pasiv-
nog matematicˇkog znanja u realnoj situaciji te mozˇe djelovati i kao motivacija za usvajanje
novih matematicˇkih metoda. U nastavi fizike GeoGebra je posebno korisna kad treba
detaljnije proucˇiti odredeni problem: njome se prirodna pojava mozˇe pauzirati ili nadopu-
niti virtualnim elementima, a mozˇe se i prikazati animacija situacije koju ucˇenici nemaju
prilike iskusiti u svakodnevnom zˇivotu. Takoder, matematicˇka podrsˇka koju pruzˇa u poza-
dini omoguc´ava fokusiranje na samu pojavu te se time povec´ava broj situacija predvidenih
za promatranje jer ne treba brinuti o prilagodenosti racˇunske strane slozˇenijih slucˇajeva
ucˇenicˇkim trenutnim matematicˇkim sposobnostima.
GeoGebra je dinamicˇan program, sˇto je danasˇnjim generacijama vrlo bitno. Naviknuti
su na stalnu akciju, tako da i na nastavi ocˇekuju brzu izmjenu podrazˇaja, a GeoGebra je
upravo takav nastavni materijal koji mozˇe zadrzˇati pazˇnju ucˇenika. Konacˇno, GeoGebra
omoguc´ava i razvoj kreativnosti ucˇitelja koji korisˇtenjem opcija sˇto ih ona nudi i izradom
raznolikih apleta obogac´uju nastavu te ju cˇine kvalitetnijom.
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Prilog 1. Ispit znanja: Tocˇke, pravci i ravnine u prostoru
1. (3b) Nacrtaj kvadar ABCDEFGH. Na crtezˇu istakni pravac DC i ravninu EFG.
2. (5b) Nacrtaj kocku ABCDEFGH. Istakni pravce AD i CE te ravninu BFG. U kakvom
su medusobnom polozˇaju:
a) pravci AD i CE
b) pravac AD i ravnina BFG
c) pravac CE i ravnina BFG?
3. (4b) Nacrtaj kvadar ABCDEFGH. Imenuj sve pravce odredene vrhovima kvadra koji
su:
a) okomiti na pravac FG i prolaze tocˇkom F
b) mimoilazni s pravcem AB i prolaze tocˇkom E
c) usporedni s pravcem AE.
4. (4b) Nacrtaj kvadar ABCDEFGH. U kakvom su medusobnom polozˇaju ravnine:
a) AEH i FGH
b) DCG i ABH
c) DEH i BCG?
5. (4b) Nacrtaj kocku ABCDEFGH i na slici istakni pravac BF i ravninu BCG. Imenuj
sve ravnine odredene vrhovima kocke koje s ravninom BCG imaju zajednicˇki pravac BF.
6. (4b) Nacrtaj kocku ABCDEFGH. Odredi ortogonalnu projekciju duzˇine AH na ravninu:
a) ABC b) BCF c) DCG.
7. (5b) Duljine bridova kvadra ABCDEFGH su |AB| = 16 cm, |BC| = 12 cm i
|AE| = 5 cm. Odredi duljinu ortogonalne projekcije prostorne dijagonale AG na ravninu
ADE.
8. (6b) Duljina brida kocke ABCDEFGH jest 15 cm. Odredi:
a) udaljenost tocˇke F od ravnine DEH
b) duljinu ortogonalne projekcije duzˇine FH na ravninu ABC
c) udaljenost tocˇke G od ravnine DCF.
9. (4b) Tocˇke A i B nalaze se s razlicˇitih strana ravnine pi. Udaljenost tocˇke A od ravnine pi
je 3 cm, a tocˇka B je od ravnine pi udaljena 5 cm. Duljina duzˇine AB jest 10 cm. Kolika je
duljina ortogonalne projekcije duzˇine AB na ravninu pi?
Sazˇetak
GeoGebra je svjetski priznat program namijenjen poucˇavanju matematike koji poticˇe eks-
perimentiranje, problemski pristup nastavnome sadrzˇaju i ucˇenje otkrivanjem. Sve se cˇesˇc´e
koristi i u hrvatskim sˇkolama, najcˇesˇc´e u sklopu nastave matematike prilikom obrade
sadrzˇaja iz planimetrije ili pri istrazˇivanju grafova funkcija. U ovome su radu prikazane
neke od moguc´nosti GeoGebre koje su manje poznate i rjede korisˇtene, a izvrstan su nacˇin
priblizˇavanja nastavnih sadrzˇaja ucˇenicima jer olaksˇavaju razumijevanje slozˇenijih konce-
pata i povec´avaju motivaciju za ucˇenjem.
Rad je podijeljen u dva dijela: prvo poglavlje obuhvac´a razlicˇite nacˇine na koje GeoGe-
bra mozˇe pridonijeti poucˇavanju i ucˇenju matematike u osnovnoj sˇkoli, dok su u drugome
poglavlju predstavljene moguc´nosti njezine primjene i u manje uobicˇajenom okruzˇenju -
u srednjosˇkolskoj nastavi fizike. Unutar poglavlja sadrzˇaj je razraden tako da je izabran
po jedan konkretan primjer za svaki razred, dana je matematicˇka ili fizikalna pozadina
promatranoga podrucˇja s naglaskom na metodicˇke napomene i ocˇekivane ishode ucˇenja,
prezentiran je izradeni GeoGebra aplet, navedene su upute za korisˇtenje apleta i ukratko je
objasˇnjen nacˇin njegove izrade.
Summary
GeoGebra is a world-renowned software for teaching mathematics that fosters experimen-
ting, problem-based and discovery learning both in classroom and at home. It is becoming
increasingly popular in Croatian schools, most commonly used for teaching planimetrics
and exploring graphs of functions. In this thesis some of the lesser known applications of
GeoGebra are shown. Even though rarely used, they are an excellent approach to helping
students assimilate new lesson material because they make complicated concepts easier to
understand and increase motivation for learning.
The thesis consists of two parts: the first chapter contains descriptions of various ways
in which GeoGebra can contribute to teaching and learning mathematics in elementary
school, while the second chapter represents potential of using GeoGebra in an unconven-
tional setting - high school physics class. Within each chapter one particular example is
chosen for every grade. Firstly, the mathematical or physical background of the problem is
provided with special attention given to the methodology of teaching and learning objecti-
ves. Then a created GeoGebra applet is described with detailed instructions for its use and
finally, a guide for creating the described applet is provided.
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